Der liegende Kreiskegel als Schattenwerfer zur Anzeige der babylonischen und
italischen Stunden

Ortwin Feustel

In [1] wird u. a. eine horizontale Sonnenuhr beschrieben, die ausschlie3lich die
babylonischen und inversen antiken italischen Stunden anzeigt. Die babylonischen
Stunden zahlen ab dem Sonnenaufgang, die inversen antiken italischen Stunden bis
zum Sonnenuntergang. Als Schattenwerfer dient hierbei ein liegender Kreiskegel. Die
.einzelnen” Sonnenstrahlen tangieren den Kegel langs der Mantellinie, d. h. sie
~formen® in ihrer Gesamtheit eine Tangentialebene. Die Schnittgerade dieser
Tangentialebene mit dem horizontalen Zifferblatt der Sonnenuhr verkdrpert die
Schattenlinie zur Zahlung der babylonischen und inversen antiken italischen
Stunden.

Es wird analysiert, warum der liegende Kreiskegel - mit einem der geografischen
Breite entsprechenden halben Kegeldffnungswinkel - diese bemerkenswerte
Indikation ermdglicht. Gesucht ist daher fur den Winkel zwischen der positiven
Ordinate des Zifferblatt-Koordinatensystems und der Schattenlinie die funktionelle
Abh&ngigkeit vom Stundenwinkel der Sonne. Ausgehend vom senkrecht stehenden
Kreiskegel werden zunachst anhand der Drehungsmatrix die implizite Gleichung des
liegenden Kreiskegels und die Koordinaten eines Punktes auf dem Kegelmantel
abgeleitet. Hieraus ergibt sich mit Hilfe der Differentialgeometrie die Gleichung der
Tangentialebene des Kegels, die schlief3lich auch die Bestimmungsgleichung fir den
Schattenlinienwinkel liefert.

Die Konstruktionszeichnung des Zifferblatts einer solchen Kegelsonnenuhr und die
Erlauterung ihrer Funktionsweise erganzen die Ausfuihrungen.

Charakteristika des Kreiskegels

Der senkrecht stehende Kegel
Liegt die Spitze des hyperbolischen Kegels im Ursprung des Koordinatensystems
X,Y,Z,sogilt
X* vz z°
A
Fur a = b erh&lt man einen geraden Kreiskegel der Hohe ¢
X? yz z?

2 + —=0.
() 3.2 a2 C2

Ersetzen von a und ¢ als Funktion des halben Kegel6ffnungswinkels ¢, siehe Abb.
1, fhhrt zur Kegelgleichung in der impliziten Form
(3) K=X?*+Y%-tan? 9 2% = 0.

Mit dem Polarwinkel der Kegelkreise t , dem halben Kegel6ffnungswinkel ¢ und der
Kegelmantellange m (Variable langs der Mantellinie) sind die Koordinaten eines
Punktes P(X,,Y,,Z,) des Kegelmantels

(4) X, =msingsint,
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(5) Y, =msingcost,
(6) Z, =mcosg.

Abb. 1: Die Koordinaten des
stehenden Kegels werden in
die des liegenden Kegels
transformiert, indem unter
Beibehaltung der
Ausrichtung des
Koordinatensystems der
stehende Kegel um den
Koordinatenursprung in die
erforderliche Lage gedreht
wird. Hinweis: Die positive

| Y Xx-Achse steht senkrecht auf
o 90°- — y der Zeichnungsebene.

Transformierte Koordinaten des Kreiskegels
Der Kreiskegel soll so gekippt (gedreht) werden, dal’ der Kegelmantel die positive Y -
Ordinate beruhrt, siehe Abb. 1. Die sich hierdurch a&ndernden Koordinaten findet man
mit der Drehungsmatrix (Koeffizientenmatrix)

cos(x, X) cos(x,Y) cos(x,Z)
(7) D=|cos(y,X) cos(y,Y) cos(y,Z) ]|,

cos(z, X) cos(z,Y) cos(z,2)
die die Richtungskosinusse zwischen den Achsen des urspringlichen orthogonalen
X,Y, Z- Koordinatensystems und dem neuen orthogonalen x, y, z-Koordinatensystem
mit demselben Koordinatenursprung und derselben Skala beinhaltet. In

Matrixschreibweise lautet die Koordinaten-Transformation mit Beriicksichtigung des
z,Z - bzw. y,Y -Drehungswinkels (90° - ¢)

X X cos(0°) c0s(90°) c0s(90°) X
(8) |y|=D|Y |=|cos(90°) co0s(90°—¢) cos(¢) Y |,
z VA cos(90°) cos(180°—¢) cos(90°—¢) )\ Z
so daf3 die Relationen
9) x=X,

(10) y=singY +cos¢ Z,
(11) z=—-cos¢Y +sing Z
fur die Abhangigkeit der neuen von den ursprungliche Koordinaten stehen.

Den funktionellen Zusammenhang in der Richtung x,y,z =X, Y, Z liefert
X cos(0°) cos(90°) cos(90°) \( x

(12) | Y |=|c0s(90°) cos(90°—¢) cos(180—¢) |y
VA €0s(90°) cos(¢) cos(90°—¢) )\ z

und damit die Relationen
(13) X =x,
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(14) Y =singy—cos¢pz,
(15) Z=cosgy+singz.

Der liegende Kreiskegel

Mit dem Einsetzen von (13) bis (15) in (3) bekommt man

(16) L=x*>—(singy—cos¢z)>—tan? ¢ (cosgy+singz)®> =0

und nach Umformungen als Ergebnis fiir den liegenden Kreiskegel die implizite
Gleichung

(17) L =cos® ¢ x*> —sin(2¢) y z + cos(2¢) 22 = 0.

Entsprechendes Einflgen von (4) bis (6) in (9) bis (11) liefert fir die Koordinaten
eines Punktes P(x,,Y,,z,) des Kegelmantels

(18) x, =msingsint,
(19) y, =m(l-sin®g(l—cost)),
(20) z, :%sin(2¢)(1—cost).

Die folgende Tabelle gibt einige Koordinatenwerte in Abh&angigkeit vom Parameter t
wieder:

t 0°, 360° 90°, 270° 180°
X(t)/m 0 +sing 0
x(t)/m 1 cos? ¢ cos(2¢)
X(t)/m 0 0,5sin(2¢) sin(2¢)

Tangentialebene an den Kegelmantel

Die Gleichung der Tangentialebene im Punkt P(x.,y,,z,) einer Flache L(x,y,z)=0

lautet [2]

(21) é)L(XP’yP’ZP) +é’L(XP'yP'ZP)(y_yp)_i_é’L(XP’
OX oy o

Die bendtigten partiellen Ableitungen von (17) sind

(22) aL(XP’ yP ! ZP)
OX

(X_XP)

yP’ZP)(Z_ZP)zol
z

2
=2C0S" @ Xp,

(23) EeYerZe) __ginag) 4,

(24) W = sin(29) Y, +2008(2¢) Z, .

Mit dem Einsetzen von (22) bis (24) in (21) bekommt man fir die Tangentialebene
die folgende Bestimmungsgleichung

(25) ZCOSZ ¢ Xp (X - XP) _Sin(2¢) Zp (y - yP) +(2COS(2¢) Zp _Sin(2¢) yP)(Z - ZP) = 01
die schlief3lich unter Berucksichtigung der Relationen (18) bis (20) die implizite Form

(26) E= x—sin(/ﬁtanly—(Slrl(]_mlmj + COS(ﬁ)z =0
2 sint tant

erhélt.
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Schnittgerade von Tangentialebene und xy-Ebene

Fur z=0 in (26) folgt die Geradengleichung

(27) x=sing tan% y

bzw. der Winkel £ zwischen positiver Ordinate und Schnittgerade, siehe Abb. 2, zu
(28) ¢ = arctan(%) = arctan(sin ¢ tan %).

Der Winkel ¢ ist demnach fur ¢ = const. eine Funktion des halben Winkels t, der auf

den Querschnittkreisen senkrecht zur Kegelachse im Bereich 0° <t <360° gezahlt
wird.

Abb. 2: Die Ebene
E tangiert den
liegenden
Kreiskegel L im
Punkte P. Die
Schnittgerade von
Tangentialebene
und xy-Ebene
schliel3t mit der
Ordinate den
Winkel ¢ ein.

Der liegende Kreiskegel als Schattenwerfer

Zeigt die Kegelspitze exakt nach Studen und entspricht der halbe Kegel6ffnungswin-
kel der geografischen Breite, so sind die Achse des liegenden Kegels parallel zur
Erdachse und der Kegelgrundkreis parallel zum Aquator ausgerichtet. Das bedeutet,
daf3 ein Winkelintervall At =15° auf einem Kegelkreis einem Intervall des Sonnen-
stundenwinkels Az =15°=1h gleichkommt. In dem Moment, in dem die Sonne den
Horizont passiert, beginnt die Besonnung der Sonnenuhr, d. h. die Sonnenstrahlen
tangieren den Kegelmantel und werfen einen Schatten. Der Betrag des zugehdrigen
Stundenwinkels entspricht dem halben Tagbogen

(29) z, =arccos(tangtano),

er ist abhangig von der geografischen Breite ¢ und der Sonnendeklination 6. Zum
Berechnen der babylonische Schattenlinienwinkel muf3 in (28) der Winkel t mit der
folgenden Relation substituiert werden

(30) t,,=7,+7,

Man erhalt somit

: +
(31) ¢,,, =arctan(sing tan Lo TT

).

Im Augenblick des Sonnenaufgangs ist 7 =—-z,, d. h. bei t,, =0° startet die Anzeige
(Zahlung) der babylonischen Stunden mit &, = 0°. Die Stundenzahlen zur
Beschriftung der Schattenlinien, siehe Abb. 3, sind mit (30)
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t T+ 7T
32) T, =—=-"2 .
( ) bab 15 15

Dieses Prinzip des variablen Zahlbeginns ist in gleicher Weise anwendbar fir das
variable Zahlende: die Schattenlinien auf der dem Westen zugewandten Kegelseite
dokumentieren die inversen antiken italischen Stunden. Die dann zutreffenden
Relationen sind

(32) tinvita = 3600 - (TO — T) ,

(33) Cinvita = arctan(sin ¢ tan— w) ’

(34) Tinvita =24 — tinvita — 24— m——(‘[o—r) |
15 15

Im Augenblick des Sonnenuntergangs ist 7 =z,, d. h. bei t;,,, =360° endet die
Anzeige (Zahlung) der inversen antiken italischen Stunden mit £, = 0°. Die

Beschriftung der Zeitskala bezieht sich folglich auf die Stundenanzahl, die noch bis
zum Sonnenuntergang vergeht, siehe Abb. 3.

Hinweise: Fur den Stundenwinkel 7 gelten positive Werte westwarts, negative Werte
ostwarts vom Ortsmeridian (7= 0° mittags). Da sich mit (31) und (33) die Hauptwerte
der Arkusfunktion ergeben, ist stets auf die korrekte Quadrantenzuordnung zu
achten. In (33) wurde das Argument der Tangensfunktion mit einem Minuszeichen
versehen, um positive &, -Werte zu bekommen.

Die beiden folgenden Tabellen sollen anhand einiger markanter Werte die
gegenseitigen Abhangigkeiten von Zeitangaben (babylonische Stunden T, , inverse

antike italische Stunden T, ..) und Winkeln (Zentriwinkel t, Schattenlinienwinkel ¢)

invita

aufzeigen:
T | ON ah 6h gh 12h 16 h
t, | O° 60° 90° 120° 180° 240°
S | O | gretanSN? | arctansing | arctan(v3sing) | 90° | 180° - arctan(+/3sin ¢)
3
T 16 h 12h 8h 6h 4h 0h
(o 120° 180° 240° 270° 300° | 360°
Cimia | 180°—arctan(v/3sing) | 90° | arctan(v3sing) | arctansing | Si;‘_cé 0°
3
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Abb. 3: Draufsicht auf
das Zifferblatt und den
Kreiskegel-
Schattenwerfer einer
horizontalen
Sonnenuhr zur Anzeige
der babylonischen und
inversen antiken
italischen Stunden. Die
Schattenlinen wurden
mit Relation (28)
berechnet.
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Rechenbeispiele

Im Folgenden wurden die Relationen (29) bis (32) verwendet; in den Tabellen ist
At =30°.

Mit ¢ =50° und o = 23,439° ergibt sich 7, =12111°, d. h. die Lichttaglange betragt
2-12111

=16,15 h.
15

7in° -121,11| -91,11 | -51,11 | -31,11 | -1,21 | 28,89 | 58,89 | 88,89 | 118,89
t,., in° 0 30 60 90 120 150 180 210 240
Cop N ° 0 11,6 23,86 | 37,45 53 70,72 90 109,28 127
T, inh 0 2 4 6 8 10 12 14 16
7in° 121,11 | 91,11 | 51,11 | 31,11 1,11 | -28,89 | -58,89 | -88,89 |-118,89
t e IN° 360 330 300 270 240 210 180 150 120
Civita IN° 0 11,6 23,86 | 37,45 53 70,72 90 109,28 127
T, i iNh 0 2 4 6 8 10 12 14 16
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Mit ¢ =50° und 6 =0° ist 7, =90°, d. h. die Lichttaglange betragt % =12 h.

Tin°® -90 -60 -30 0 30 60 90
t,, in° 0 30 60 90 120 150 180
gbab in° 0 11,6 23,86 37,45 53 70,72 90
T,, inh 0 2 4 6 8 10 12
Tin°® 90 60 30 0 30 60 90
t .. in° | 360 330 300 270 240 210 180
S IN° 0 11,6 | 23,86 | 37,45 53 70,72 | 90
Tinvita inh 0 2 4 6 8 10 12

Die Sonnendeklination beeinfluf3t also nur die Lichttagléange, nicht jedoch die
Anordnung der Stundenlinien, siehe auch Abb. 3.

Anhang

Ein Losungsansatz fur die Tangentialebene an den liegenden Kreiskegel ist auch auf
Basis der Vektoranalysis [2] mdglich.

Die Vektorgleichung
(35) F=F(m,t)=x(mt)i +y(mt)j+z(m,t)k
beschreibt eine Flache in einem orthogonalen xyz-Koordinatensystem; hierbei sind m

und t die krummlinigen Koordinaten auf der Flache einer differenzierbaren Funktion
r(m,t). Eine Tangentialebene wird von den Tangentenvektoren

36) F ar _(ax(m 1) ay(gm ,t) oz(m, t))
m om
37) F = 5_r _ (5X(m,t) (mY az(my,

ot ot ot ot
der m- und t-Linien aufgespannt. Das Vektorprodukt 7, x I; der beiden Vektoren ist

der Normalenvektor N ; er weist in die Richtung der Flachennormalen.

Far die Koordinaten eines Punktes P(x,(m,t),y,(m,t),z,(m,t)) des Kegelmantels -
siehe auch (18) bis (20) -

(38) Xp(m,t) =msingsint,

(39) y,(m,t) =m(cos® ¢ +sin®gcost),

(40) z,(m,t) =msingcosg(l—cost)

ergeben sich hinsichtlich (36) und (37) die folgenden partiellen Ableitungen

_ x(m.1)

(41) Xp, = =singsint,

(42) Yp, =% = c0s? ¢ +sin® gcost,

kegel-su_blog.doc 07.10.2009 7



_ 0z, (m,t)

(43) zp, =singcosg(l- cost),

(44) X, :% =msingcost,

(45) Y, :% =-—msin®gsint ,

(46) z,, = 6ZPg[n’t) =msingcosgsint) .

Der Normalenvektor im Punkte P(x,(m,t),y,(m,t),z,(m,t)) ergibt sich aus

me ZPm ZPm XPm XPm me J ” O,

yPt z Pt X Pt y Pt

d. h. mit (41) bis (46) lauten dessen Komponenten

ZPt XPt

(47) NP = Fop X Ty :[

me ZPm - -
(48) N, = =msingcosgsint,
Yoo Zp
Zpm  Xpn )
(49) Np, = =msin“ cosg(cost —1),
ZPt XPt
XPm me H 2
(50) N,, = :—msm¢(1+cos ¢(cost—1)).
XPt yPt

Mit dem Ortsvektor eines beliebigen Punkts des Kegelmantels

(51) F=xi +y]j+zk

und dem Ortsvektor des Punkts P(x(m,t), y(m,t),z(m,t))

(51) Fo(m,t) =X, (MD)i +yp(m,t)]+2z,(m, )k

definiert in Vektorschreibweise

(52) (F—TFp(m,1)-N, =0

die Gleichung der Ebene, die durch den Punkt P geht und senkrecht auf der
Normalen N, steht. Aus (52) folgt direkt

(53) XN, + YNpy +ZNp, =X, Np, +YpNp, + 7Ny,

und schlie3lich mit dem Einflgen von (38) bis (40) und (48) bis (50) die

Tangentialebene in der impliziten Form
1-cost (sm gtan g N cos;zﬁ)Z _0

54) x-—sin

(54) ¢ sint sint tant

bzw.

(55) x—sin¢tan£y—(sm¢_“an¢+Cos¢)z:O.
2 sint tant

Dieses Ergebnis ist natirlich identisch mit Relation (26).
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