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Zusammenfassung

Die Anwendung nautischer Methoden zur Ortsbestingmdurch
Hohenmessungen auf Probleme der Gnomonik bietet edegante
und bequeme Maoglichkeit, sowohl die Deklination aish die In-
klination eines ebenen Sonnenuhrenzifferblatts @ers einfachen
Messung zweier Gestirnhdhen zu berechnen.
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0. Einleitung

Die Aufgabe, die Lage einer beliebig orientiertdree im Raum zu
bestimmen, erscheint nicht ganz einfach zu seisters kann die
Ebene in der Horizontalen aus der Ost-West-Richtabgeichen

(deklinieren), und zweitens kann die Ebene auchhngegen die
Vertikale geneigt sein (inklinieren). Die Orienti@g einer Ebene ist
bestimmt durch ihrewei Richtungsvektoren und v. Die Orientie-

rung einer Ebene kann aber auch mit aimem Vektor festgelegt
werden, ndmlich mit ihrem Normalenvektar(Abb. 2.1). Der Nor-

malenvektor weist zum Zenitdes Zifferblatts.



Diei@nrtierung der Ebene ist bestimmt
durch ihrezweiRich-
tungsvektoren undv .

Die Orientierung der Ebene
kann auch mit nueinemVek-
tor, ihrem Normalenvekton,
festgelegt werden.

Unter derDeklination d des Zifferblatts verstehen wir d&sidazi-

mut nach Westen, unter dbtklination i die Ho6he desNormalen-

vektors der Zifferblattebene. 7
H

Abb. 2.2:
Deklination d und
Inklination i des
Zifferblatts

d: Siudazimut nach Westen des Normalenvektors

i Hohenwinkel des Normalenvektonsder Zifferblattebene
Zz: Zenit der Zifferblattebene

Zu: Zenit der Horizontebene

Beispiele:

Vertikale Stiduhr: €0 und O,
Horizontaluhr: d unbestimmt undd0°,
polare Ostuhr: = 90° und 0,

aquatoriale Norduhr: =1.80° und #j ,
aquatoriale Suduhr: =@ und &-j ,
vertikale Norduhr:  d=180° und0.



Hohenmessinstrumente, die man auf eine beliebénterte Ebene
stellen kann, um die Hohe ei-
nes Gestirns Uber dieser Ebene

Zu messen

mit Nonius

Spiegeloktant



1. Theoretische Grundlagen

Jede beliebig orientierte Zifferblattebene kannapar so verscho-
ben gedacht werden, dass sie Tangentialebene émdiestimmten
Ort B an die Erdkugel wird. Am Ort B liegt das &fblatt dann
horizontal und der Normalenvektor geht durch dednfitelpunkt
(Abb. 4). Diese Uberlegung wird gerne ,Versetzuegsit* genannt.

Abb. 4: Parallelverschiebung des Zifferblatts
an den Beruhrort B

Die Umkehrung dieser Uberlegung besagt: Sind dierioaten des
Bertihrorts bekannt, so kdnnen daraus die Deklinatiound die
Inklination i des Zifferblatts berechnet werdene@eographischen
Koordinaten von B werden durch astronomische Besting des
Punktes B mit den Methoden der Nautik zur Ortshesting ermit-
telt. Die Projektion des nautischen Dreiecks aef ldidkugel zeigt,
dass die geographischen Koordinaten der Gestirelgion G' den
astronomischen Koordinaten des Gestirns entspreef@nnur zeit-
bedingt sind und nicht vom Standort B des Beobaslaih&ngen
(Abb. 5.1).



Abb. 5.1: Projektion des
nautischen Dreiecksauf die
Erdkugel

In der Nautik werden Ortsbestimmungen durch MesianHGhen
von Gestirnen Uber dem Horizont durchgefihrt. Dukciswertung
einer Hohenmessung wird der Standort B an die (bgstjektion G'
angeschlossen. Die Ortslinie aller Erdpunkte B, denen aus das
Gestirn unter dem Hohenwinkel h erscheint, istkleinkreis um G'
(Hbhengleiche) mit einem Radius, der gleich deritdistanz 90°h
ist (Abb. 5.2).

Abb. 5.2: Hohengleiche als Ortslinie aller Erdarté konstanter
Zenitdistanz



Durch eine zweite Hohenmessung nach einem andegstirGerhalt
man eine zweite Hohengleiche fur den Beobachtuh@dkus zwei
Hohenmessungen nach zwei Gestirnen und den Beolngdaeiten
ergibt sich die Lage des Beobachtungsorts als 8phnkt der bei-
den Hohengleichen (Zweihéhenproblem @arl Friedrich Gaufl3
(1777-1855). Die Entscheidung zwischen den beiddgmi8punkten
wird im Allgemeinen leicht méglich sein (Abb. 6.1).

Abb. 6.1: Zweih6henprob-
lem von Carl Friedrich
Gaufld

Zur Ermittlung der Lage des Zifferblatts sind diéhén k der Ge-
stirne Uber der Zifferblattebene zu messen undtrdah H6hen h
Uber dem Horizont (Abb. 6.2).

Abb. 6.2:

n Normalenvektor der
Zifferblattebene

hz: HOohe des Gestirns uber
dem Zifferblatt

z. Zenitdistanz




Hierzu bendtigt man ein geeignetes Winkelmessingtnt, das man
beim Messen gegen das Zifferblatt halten kann.ddih Spiegelsex-
tant werden Winkel gegen die Horizontale gemesgan.Messung
der Hohenwinkel gegen die Zifferblattebene eigrieh gum Bei-
spiel das bekannte Nagelbrett. Man misst die Nagg# e und die
Schattenlédnge s und erhélt daraus den Héhenwinkedeh Sonne

tiber der Wand (Abb. 7fanh, = <.
Q

<

hi ~

Spiegelsextant
Abb. 7: Hohenmessinstrumente Spiegelsextant une et

2. Bestimmung der Abweichung bei einer senkrechtewand

Bei einem Zifferblatt bekannter Inklination i lieger Zenit z auf

dem Hoéhenkreis in der Hohe i (Abb. 8.1). Beispsited eine Dach-
flache bekannter Neigung oder eine senkrechte Wagidjer Z auf

dem Horizont liegt. Also genligt zur Ortsbestimmwgige weitere
Hoéhengleiche. Bei bekannter Inklination i l&sshsitie Deklination
d mit nur einer Hohenmessung bestimmen.



Abb. 8.1: Senkrechtes Zifferblatt

Ein senkrecht in die Wand geschlagener Nagel geniiggroben
Bestimmung der Hohe der Sonne Uber der Wand. @ftefi man
auch noch andere Realisierungen eines Nagelbd@ttsich in nattr-
licher Weise an fast jeder Fassade eines Gebausfesdén: ein
senkrecht vorspringender Fenstersims, ein Feststgll fur den
Fensterladen, eine Uberstehende Deckplatte einedelf oder
Mauervorsprungs und andere mehr (Abb. 8.2).

—

\
e

Abb. 8.2: Oft erfullen schon vorhandene Bauteike [Eiinktion eines
Nagelbretts

AN
K<




Man braucht nur mit einem Meterstab die Nagellémged die Lan-
ge s seines Schattens zu messen, um einen grolberuNgswert
fur die Wandabweichung d zu erhalten.

3. Kreuzquadrant und Spiegeloktant

Die beschriebene Methode zeichnet sich durch inmfaehe Hand-
habung aus. Sie hat den Vorteil, dass die tatsd@hlAbweichung
und Neigung des Zifferblatts an der betreffendegll&tgemessen
werden kann und nicht irgendein Mittelwert der meder weniger
krummen Wand wie bei der Streiflichtmethode odetr seim Theo-
doliten.

Der Vorteil der einfachen Bauweise des Nagelbnsitd mit einem
Nachteil erkauft: bei kleinemzhist der Schatten lang und unscharf.
Dadurch verliert die Messung an Genauigkeit. Ulggnigen zur Ver-
besserung des Messergebnisses waren der Anlaeg, iiruzquad-
rant mit den folgenden Eigenschaften zu bauen (ABH.):

1. Die Skala wird gegen die Wand unter 45° genaigtdass die In-
klination weder bei 0 noch bei p=90° weit entfernt erfolgt. Die
Prazisionsuhren von Philipp Matthdus Hahn (17391 z@igen, dass
fur hohe Genauigkeit keine groRen Abmessungen rsiid; im All-
gemeinen gendgen 15 bis 20 cm. Sonst macht sickutiehmende
Unschérfe des Schattenrands negativ bemerkbarAbieige sollte
punktsymmetrisch sein. Dann wird nicht der Schatted bestimmt,
sondern der Mittelpunkt mit einem auf der Skalasebiebbaren Lau-
fer mit Strichkreuz und konzentrischem Einstellgreur exakten Jus-
tierung und Nonius zur genauen Ablesung.

2. Der Quadrant tragt daher ein Ohr fiir eine pymktaetrische An-
zeige, das in einer zur Skala parallelen Ebend, liggdurch auf der
Skala stets ein kreisférmiges Sonnenbild entsteht.



Beim Kreuzquadrant gilt fir den Hohenwinkel der Seniber der

Zifferblattebendr, = hg + arctan”.
€

Abb. 10.1: Kreuzquad- Abb. 10.2: Spiegeloktant mit
rant mit Ohr Sucherfernrohr und drehba-
rem Spiegel

Mit einem entsprechend konstruierten Spiegelokigkiib. 10.2)
l&sst sich die Genauigkeit weiter verbessern, indegn in einem
Sucherfernrohr mit Fadenkreuz zum Beobachtungsasitp ein
relativ zur Erde glnstig positioniertes (vgl. 5.hiegbetrachtung)
Gestirn anpeilt. Man ist dann nicht mehr auf dencd den Beo-
bachtungszeitpunkt bestimmten Stundenwinkel und &estirndek-
lination zwischen 23,5° und+23,5° festgelegt wie bei der Sonne.

Beim Spiegeloktant gilt fir den Hohenwinkel des {@as Uber der
Zifferblattebene:h, =90°- 2xa..

Mit beiden Geraten erhalt man aus zwei Ho6henmessusgwohl|
die Deklination als auch die Inklination der Zitattebene, was fir
die Praxis selbst bei vermeintlich senkrechen Wandm Vorteil
ist, da bei héherer Genauigkeitsanforderung fakt fdache von der
Idealrichtung in Deklination und Inklination abwbtc
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4. Berechnung des BerlUhrorts Z als Schnittpunkt Z; oder Z,
der beiden Hb6hengleichen

Berechnungsschema:

Gemessen werden die Hohenund z der Gestirne Gund G Uber
der Zifferblattebene und die BeobachtungszeitpuirkidEZ.
Gegeben sind die geographischen Koordinakgn) (des Standorts
und die astronomischen Koordinaten|d,) und @,|d.) der Gestirne
und die Sternzeitengind st flr die Beobachtungszeitpunkte.
Berechnet werden die Stundenwinketst-a ; und t,=st-a , und
daraus die astronomischen Koordinatasih;) und (alh,) der
Gestirne im Horizontsystem mit den bekannten Ti@nsétionsfor-
meln: Aquatoreben® Horizontebene (Abb. 12):

sinh =sinj >sind+cog >cosd>cost
sina>xcosh = cos dsint
cosaxcosh = sin j>cos dcost - cosjxsind

Die erste Gleichung folgt aus dem Seiten-Kosinussdie zweite
Gleichung aus dem Sinussatz und die dritte aus & nus-
Kosinussatz im sphéarischen Dreieck ZPS.

Fur Winkel a, deren Betrdge grol3er als 90° sein kénnen, werden
zwei trigonometrische Funktionex=cosa und y=sina angegeben.
Daraus lasst sich der Winkal mit der Funktiomatn(x, y) Gber den
halben Winkel eindeutig bestimmen:

18C firx=-1

2><arctan1L fur x1- 1

+ X

a=atn(x,y)=

Aus z, z, hy, b, &, & kdnnen dann die Abweichung d und die In-
klination i wie im Folgenden beschrieben berechveriden.

11



Abb. 12: System der Aquatorebene mit Pol P

4.1 Allgemeiner Fall (Abb. 13):

Seiten-Kosinus-Satz in Dreieck 3G, mit 0£Ee£180°:
cose = sinh, xsinh, + cosh, >xcosh, xcoda, - a,)
Seiten-Kosinus-Satz in DreieckZ3 G, mit 0En£180°:
sinz, - sinz, >cose
cosz, xsine
Sinus-Satz und Seiten-Kosinus-Satz in DreieckZ, G, mit
- 180°<w£180°:
sinw:sine = cosh, >sin(a, - &)

cosn =

sinh, xcose- sinh,
cosh,
Seiten-Kosinus-Satz in DreieckZZ1/2 mit - 90°Ei£90°:
sini = sinz, xsinh, - cosz, xcosh, scogw+ n)

coswxsine=

12



Abb. 13: Berechnung der Schnittpunkteund % zweier Hohen-
gleichen

Sinus-Satz und Seiten-Kosinus-Satz in DreieckZ, &,, mit
- 180°<&£180°:
sinaxcos = cosz, xsin(w+ n)
sinz, - sini xsinh;
cosh

cosaxcos =

d=a +a
Fur Winkel a zwischen180° und+180° sind zwei trigonometrische
Funktionen xcosa und y=sina angegeben. Daraus lasst sich der

Winkel a mit der auf Seite 11 beschriebenen Funkabmix,y) ein-
deutig bestimmen.
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4.2 Spezialfall: Wand bekannter Inklination i (Alihl):

Z; liegt dann auf dem Hohenkreis mit der Hbhe i, ajsalgt zur
Ortsbestimmung eine weitere Hohengleiche. Bei befarninklina-

tion lasst sich die Deklination mit nur einer Holressung bestim-
men.

Im Kugeldreieck ZGZ, gilt nach dem Seiten-Kosinus-Satz fur den
Winkel a, um den sich die Deklination d und dasmiui a mit
0£a£90° unterscheiden:
sinh, - sinissinh,

cos xcosh,,
Also ist die Wandabweichung dza.

cosa=

Bei einer vertikalen Wand ist i=0 und man erhals abiger Glei-
chung fur @a£90°:

und darausl=g,*a.

Abb. 14: Fehlerbetrachtung
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5.1 Fehler bei einer Wand bekannter Inklination i:

Eine Fehlerdiskussion der Gleichung
sinh, - sini xsinh
cosi xcosh,

_ - cosh, _ -1hy
a=— : hy =——=—,
sinaxcosi xcosh, sina, xcosi
denn nach dem Sinus-Satz gilt
sinaxcosh,, = sina, xcosh, .
Hierin ist & das Azimut in der Zifferblattebene beztglich dallF
nie.

cosa= H ergibt

Wird berlcksichtigt, dass die Inklination der Waaugch mit einer
Unsicherheitfi behaftet ist, so ergibt die Fehlerbetrachtungatsf
gen Gleichung

fa=_ fh,  sinh>sini - sinhy, i
cosixsina, sina, xcos’i xcosh,
- ﬂhz + ﬂ'

" cos xsina, cosi ®ana,
Fur sing;=t1 undtana;=x¥, also fur a=+90°, wird der Fehlerbetrag
am kleinsten. Messungen zur Bestimmung der Deldinad sollten
daher nicht im Meridian der Falllinie, sondern ier dNahe des 1. Ver-
tikals zur Falllinie der Zifferblattebene durchgeftiwerden.

5.2 Fehler bei einer Wand bekannter Deklination d:

Eine Fehlerdiskussion der Gleichung
sinh, = sini xsinh,, + cos xcosh,, xosa ergibt
cosh, ¥h, = (cosi xsinh,, - sini xcosh,, >cosa)‘ﬂi
iz oM fh, =
cos xsinhy, - sini xcosh,, xcosa cosa,
denn nach dem Sinus-Kosinus-Satz gilt
cosh, xc0sa, = sinhy, xos - cosh, Xsini xcosa.

15



Berucksichtigt man, dass die Deklination der Wandhamit der
Unsicherheitfla behaftet ist, so ergibt die Fehlerbetrachtung wie
oben

T[hz
c0sa,

Der Einfluss vorfflh; und Ya auf i wird ein Minimum, wenico-
sa,=1 undtana;=0 ist, also fur g=0. Messungen zur Bestimmung
der Inklination i sind in der Nahe des Meridians &alllinie des
Zifferblatts durchzuftihren.

+cos ®ana, ¥a.

6. Berechnungsbeispiel bei einer senkrechten Wand

a) Beobachtungsdatum 1.5.2011;

Ort: Freiburgl=- 7,9° j= 48,0°

Um MEZ=14"12M=14 2 wird die Hohe h=13,54° der Sonne iber
der Wandebene gemessen.

b) Man berechnet zunachst nach Teil 7 die DifferénZ, der
julianischen Daten des Beobachtungszeitpunkts 1i RRi1,
UT=13,2 und des Perihelzeitpunkts 3.Jan2010, =g zu
T- To=482,88und damit nach Teil 8 auf Seite 18 die Rektaspensi
r=38,33° und die Deklinationd=15,05° und die Zeitgleichung
zg=2,9N.

Wie in Teil 9 beschrieben wird, berechnet man dierr&eit
Q=65,02° fur UE13,1und I=- 7,9°.

Der Stundenwinkel t der Sonne istQ-r=26,69°.

c) Berechnung von Hoheghund Azimut @ der Sonne beziglich
der Horizontebene mit den Transformationsformelmudtorebe-
ne® Horizontebene auf Seite 11:

ay=57,33° und = 49,40°.

d) Berechnung der Wandabweichung d

SNz ¢olgt mit CEaE90°: a-68,46°.
coshy,

Aus dFaqta folgt d=111,32° oder d- 25,60°.

Aus cosa=

16



e) Fehlerabschatzung
Der Fehler in der Wandabweichung betragt bei eiiessgenauig-
keit von+0,03° fiir h: a=t0,05°.
Berucksichtigt man auch in der Wandneigung eine doagigkeit
von+0,03°, so istfla=- ﬂ—hz +i =+0,09°.

sina, tana,
Wenn die Sonne im 1. Vertikal steht, dann ist nadhder guinstigs-
te Zeitpunkt fur die Bestimmung der Deklination.rbaist Dreieck

Z;GZy rechtwinklig mit a+90° und es gilt fir den Stundenwinkel
der Sonne cost =- tanj >tand, also t=1107,37°=_+7h09,5“. Da

nach b) zg=2® und DI=28,4M" ist, steht die Sonne um

MEZ=19"35M oder MEZ5N16M im 1. Vertikal des Zifferblatts,
der bei einer senkrechten Wand allerdings mit deoniZdnt zu-
sammenfallt. Die Messung sollte wegen der Refraktei einer
Gestirnhohe f>30° stattfinden, um eine brauchbare Genauigkeit zu
erzielen.

7. Das julianische Datum jd

Zur Berechnung von -TTy in Teil 8 und der Sternzeit in Teil 9
braucht man die Zeitdifferenz zwischen dem Beohauagdatum

und dem Periheldatum 3. Januar 2010, UT:Dmfir ist eine fort-
laufende Tageszahlung sehr geschickt.

Das julianische Datum gibt die Anzahl der Tagedie,seit dem 1.
Januar des Jahred713, UTzlf‘, vergangen sind.

Die folgende Formel gilt vom 1. Mérz 1900 bis 28bFuar 2100:
jd=int(365.25y)+int(30.6(m+1))+1720981.5d+UT/24
y steht fur das Jahr, m fir den Monat, d fur deg tiad UT fir den

Berechnungszeitpunkt in Weltzeit. In den Monatenuda und Feb-
ruar ist m um 12 zu erhdhen und y um 1 zu erniedrig
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8. Berechnung von Deklinationd und Rektaszension r und den
zugehorigen Werten der Zeitgleichung zg

Nach Montenbruck, Grundlagen der Ephemeridenreanni@89,
Seite 86, lassen sich die Werte der Mittelpunkisbleng durch
Fourierentwicklung nach der mittleren Anomalie lofwrgen:
n=19146:sinM +0,0200 >sin2M +0,0003 >sin3M +...

Die mittlere AnomalieM = T 9 360 ist die Lange einer gleich-
a

formigen mittleren Sonne vom Perigdum aus.

Ty ist die Perihelzeit undddie zugehérige L&nge der Sonne, z.B.

T¢=2010Jan3,67 undyE283,112°.
T.=365,2596 (anomalistisches Jahr) ist die Umlaufdalesr Erde,
UT der Berechnungszeitpunkt in Weltzeit urw8,44° die Schiefe
der Ekliptik.

Mittlere ekliptikale LAnge der Sonne=IM + L,
Wabhre ekliptikale LAnge der Sonng:=Il + m
Rektaszension der wahren Sonne: =atn( coslg, sinlycose )

Zeitgleichung: zg=arcsin( sin(l - r))xmin
Deklination: sind =sinlg»sine
9. Sternzeit

Zur Berechnung des Stundenwinkels t braucht marstienzeitQ.
Sie ist jeweils gleich dem augenblicklichen Sturwie@kel des
Frahlingspunkts. Die Sternze@ ist eine lokale Ortszeit und daher
von der geographischen Lanigeabhangig.

Die folgende Formel gibt die mittlere Sternz€tin Grad an.

Dabei ist jdO das julianische Datum um ut=o

Q =99.8446+0.985Gd0- 2445685.5+15.0411UT-I.
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