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1. Mathematische Hilfsmittel

Die vorliegende Abhandlung beschaftigt sich mit Aafgabe, an
jedem beliebigen Ort der Erde auf einer beliebigerdrerten
Ebene das Zifferblatt einer Sonnenuhr mit dem Cdserpzu be-
rechnen und zu verzeichnen.

Um den Betrachter nicht zu verwirren, sollte daefbblatt nur
diejenigen Stundengeraden aufweisen, wenn die Whh aat-
sachlich beschienen wird.

Die Aufgabe ist recht kompliziert, da je nach Vachen und
Quadrant der vielen verschiedenen Eingangsparamigegeog-
raphische Breite und Lange, Neigung und Abweichdeg Zif-
ferblattebene, Deklination und Stundenwinkel denr&p Hori-
zonthéhe im Osten und Westen, Ortszeit oder Zorikenzsy.
verschiedene Situationen auftreten.

Besonders sei darauf hingewiesen, dass fir diecefiygt Be-
stimmung eines Winkels zwischen 0° und 360° zwigbtromet-
rische Funktionen nétig sind.

Die Deklinationskurven kénnen punktweise oder milfeHder
Mittelpunktsgleichungen der Kegelschnitte gezeithvarden.



Trigonometrie

Zur Behandlung der Aufgabe ist keine hohere Mathignesfor-

derlich. Man kommt mit der ebenen Trigonometrie, aus die in
der geometrischen Konstruktion auftretenden Dreiezlt be-
rechnen. Abb. 4 zeigt als Beispiel die Berechnuegy\Winkels

zwischen dem Schattenzeiger und seiner orthogoraigiektion
in die Zifferblattebene, der Substilaren, bei einer den Winkel
d von der Sudrichtung abweichenden Vertikaluhr. &/der Zei-
ger zum Sudpol, dann soll der Winkehegativ sein.

sin(—Y) =—siny =cos [cosd,
also siny =-cosp Ccosl

_d/ Ost-West-Wan
Zlffe,-b/&t
Dena

Abb. 4: Schragbild einer abweichenden Vertikaluhr



1.1 Kugelgeometrie

Eine andere Moglichkeit besteht darin, die Dreieckd die
Himmelskugel zu Ubertragen. Es entstehen dann Kugjetke,
auf die sich die sphérische Trigonometrie anwerdgst.

Im rechtseitigen Kugeldreieck PZZ' in Abb. 5 giich dem Sei-
ten-Kosinussatz:

coqo0-Y)=sinp= cop [ cdd8C-d)=- cqgsl cak .

90°-¢

Abb. 5: Sphéarisches Dreieck aus Pol P, Zenit ZHte#zonts und
Zenit Z' der Zifferblattebene



1.3 Vektorrechnung

In einer weiteren Mdglichkeit zeichnet man ein draadiches
Schréagbild und beniitzt zur Beschreibung die Vektdrnung mit
Skalarprodukt wie in Abb. 6:

0 —-sing
Normalenvektorn =| sind |, Zeigervektat= 0
cosd cosp

Skalarprodukt des Normalenvektors der Zifferblattebene mit
dem Zeigervektok:

coq9C0P+y) = - sinp = | |[1]7| = co$ Ocod |,

also siny =-cosp Ccosl .
X (Zenit)

Zeiger

Abb. 6: Komponenten des Zeigersnd der Zifferblattnormalen
n im dreidimensionalen Koordinatensystem



1.4 Koordinatentransformationen

Eine weitere Methode, die rasch zum Ziel fuhrt,tdleis darin,
den Sonnenlauf mit dem Computer zu simulieren.

Ein Punkt der Sonnenbahn auf der Himmelskugel,imeAqua-

torialsystem durch seine Koordinaten &},| Stundenwinkel und
Deklination, gegeben ist, wird durch eine Folge Yaordinaten-
transformationen in die Zifferblattebene abgebildet

Zuerst werden aus den aquatorialen Koordinated) (tie hori-
zontalen Koordinaten (a|h), Azimut und Héhe imrikontal-
system berechnet, dann hieraus mit Hilfe der Ablngig d der
Zifferblattebene von der Ost-West-Richtung und Neigung i
gegen die Senkrechte die Koordinaten (g im System der Zif-
ferblattebene. Uber die Zeigerhthe Z, also den auktdes
schattenwerfenden Punktes G von der Zifferblattepeverden
dann aus Azimut a' und Hohe leziglich der Zifferblattebene
die ebenen Koordinaten des Bildpunktes in der Biftgtebene
bestimmit.

Lauft t von—180° bis 180° in Schritten von z.B. 15° bei festge-
haltenemd, so erhalt man die zu dieser Deklinatidbrgehdérige
Datumslinie. Lauft dageged von -23,5° bis 23,5° mit einer
Schrittweite von z.B. 5° bei festgehaltenem t, igpbé sich die zu
diesem Stundenwinkel t gehérige Stundenlinie. Wenaler sol-
che Werte von t und zugelassen, die positive Hohen h' ergeben,
so entsteht in der Zifferblattebene die wohlbekartachne als
Bild der Koordinatenlinien auf der Himmelskugel.

Ein solches Zifferblatt ist in Abb. 11 auf SeiteWitdergegeben.
Die wohl schonste derartige Sonnenuhr wurde 1550Saulte-
tus an der Ratsapotheke auf dem Untermarkt in @dantstellt.



Transformationsformeln 8

Aquatorebene- Horizontebene:

sinh =sin¢ [sind + cosp [cosd [cost
sinal¢osh = cosd [s$int
cosaltosh = sin¢ [¢osd[¢ost — cogh [$ind
Die erste Gleichung folgt aus dem Seiten-Kosinzsshe zweite

Gleichung aus dem Sinussatz und die dritte aus 8ems-
Kosinussatz im sphéarischen Dreieck ZPS.

Abb. 8: System der Aquatorebene mit Pol P

Beispiel: Gegebef=50°,0=30°, £115°.

Dann istsinh=0,148; also h=8,50°. Ausnsldoh=0,785>0 und
cosaldoh=-0,602<0 folgt, dass a im 2. Quadrant liegt. Aus
tana=—0,785/0,602-1,304 folgt dann=a-52,522°+1802127,48°



Transformationsformeln 9

Horizontebene- Zifferblattebene:

sinh'= sini [sinh + cosi[cosh[cos(@—d)
sinald¢osh'= cosh[sin(@@—d)
cosaléosh'= sini [tosh [cos(a—d) — cos [$inh
Die erste Gleichung folgt aus dem Seiten-Kosinzsshe zweite

Gleichung aus dem Sinussatz und die dritte aus 8ems-
Kosinussatz im sphéarischen Dreieck Z'ZS.

Abb. 9: System der Zifferblattebene mit Pol Z'

Beispiel: Gegeben=450°, i=60°, &140° und k50°.

Dann istsinh'=0,347; also h'=20,30°. Ausnaldoh'=—0,112<0
undcosaldoth'=—0,931<0 folgt, dass a' im 3. Quadrant liegt. Aus
tana=0,112/0,93%0,120 folgt dann &6,860°-180=-173,14°



Transformationsformeln 10

Zifferblattebene- ebene Koordinaten:

rtosa'= zr£OSNTCOR )

X:
tanh' sinh'
y=-—2 mina=—zc£OSNESIR s )
tanh' sinh'

Abb. 10: Transformation der raumlichen Polarkooatim (a'|h")
bezlglich der Zifferblattebene in ebene Koordindgtdy) bezig-
lich der Gegenfallrichtung und Horizontalen

Bei dieser punktweisen Konstruktion werden die dtegenden
gnomonischen Eigenschaften nicht untersucht. Fértliioreti-
sche Behandlung der mathematisch-astronomischend@gen
genlugt also diese Methode der Simulation ni8btveit mog-
lich, wird die spharische Trigonometrie benitze St auf solche
Probleme spezialisiert und liefert meistens sdari&lgebnisse.

Der Vollstandigkeit halber seien auf der nachsteiteSauch noch
die Umkehr-Transformationen angegeben.
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Horizont — Aquator (Formeln 11.1):

sind = sing [sinh —cosp [cosh[cosa
sint [¢0sd = cosh [$ina
cost [¢0sd = sing [¢osh [¢osa+ cosh [$inh

Zifferblatt— Horizont (Formeln 11.2):

sinh = sini [sinh'-cosi [coshTcosa’
sin(a—d)[¢osh = coshTsina'
coda-d)[¢osh = sini [toshTdosa'+cosi Hinh'

ebene Koordinaten, Zifferblattebene (Formeln 11.3):

- Z . , X
sinh'=s ———— sina'= - y cosa'=

Abb. 11: Mittels Koordinatentransfomationen punkisee ge-
zeichnetes Zifferblatt einer=¢20° nach Osten abweichenden
Vertikaluhr mit der Zeigerhdhe Z=1,5cm fiir die geoBreite
$=50° mit Stundengeraden fir volle Stunden und Dekiimsli-
nien fird=0, =+10°,6=+20°,6=+23.5°.

11



1.5 Koordinatensysteme:

(x,y) Koordinatensystem in der Zifferblattebenerspfung im
Zeigereinsatzpunkt

x-Achse entgegen der Fallrichtung naatnob

y-Achse nach links

X
P
Abb. 12.1: Koordinatensys-
tem in der Zifferblattebene
y
X x
P Abb. 12.2: Koordinatensys-
tem des Grafikbildschirms
des Computers
y O(xly)
yl
X'=X5"Y
Y'=Yp~X

1.6 Alle Definitionslicken der Terme missen vor der Berech-
nung mit dem Computer untersucht werden: z.B. ist

tanp
COosO =

tany
Oy ist, da sonst der Betrag des Quotienten groRdr aisd, was
beim Kosinus nicht maglich ist. Auf3erdem darf denNer nicht
Null sein, alsoy # 0.

zwischen-90° und+90° nur definiert fall§pO<

12



1.7 Rundungsungenauigkeitenmissen abgesichert werden, um
einen Ausstieg des Programms zu verhindern:

arcsinx = arctaanollte auch fur 1< x < 1+ge den
V(1-x*)

BogenT1v2 liefern, wenn ein kleiner Fehler ¥ durch Runden

auftritt. Der Programmcode in Turbo-Pascal fur Aiebildung

arcsin [-1-ge, 1+ge 10 - [-1W2 , 172 ] kbnnte lauten wie folgt:

function arcsin(x:real):real;
begin if abs(x)<1+ge then
begin if abs(x)>=1 then
arcsin:=pi/2*sgn(x) else
arcsin:=arctan(x/sqrt(1+x*x))
end
end;

function arccos(x:real):real;
begin if abs(x)<1+ge then
begin if abs(x)>=1 then
arccos:=pi/2*(1-sgn(x)) else
arcsin:=arctan(1/sqgrt(1+x*x))
end
end;

Dabei ist die Abbildungsgn RO - {-1, 0,1 } folgendermaf3en
festgelegt:

function sgn(x:real):integer;

begin if x=0 then sgn:=0 else if x>0 then
sgn:=1 else sgn:=-1

end;

Die Rundungsungenauigkeit ge kann als Konstanteinesrt
werden, z.Bconst ge=0.001 ;
arcsin(1.0005) liefert dann den Bogen 1.5738172.

13



1.8 Die Nichtumkehrbarkeit der trigonometrischen Funktionen
macht Umstande.

Folgt aussin 0=0.829 fir den
X Winkel a=56° oder 124°?
Welcher Winkel ist der richti-
ge? Der erfahrene Sonnenuhr-
bauer spiegelt gegebenenfalls
die Stundengerade an der x-
Achse und zeichnet den Win-
180° -180 kel 180%-0=124° stat.

coso>0

Der Computer macht dies nur
dann, wenn es ihm vorher ge-
sagt wurde. Man berechnet
_ daher fur den Winkel den Wert
sina>0 | sina<0 bei einer zweiten trigonometri-
schen Funktion, zum Beispiel
co=—0.559.

cosu<0

Abb14: Orientierung des
Koordinatensystems

sina

cosa
des Quotienten kann mit der folgenden Pascal-Fomkti

atn: RxR [0 -]-180°,180°]

eindeutig der zugehtérige Winkel zwischen-180° und ein-
schlieB3lich 180° bestimmt werden. Da der Zahleraingegebe-
nen Beispiel positiv, der Nenner aber negativiisgit der Winkel
o im zweiten Quadranten, also ist124°.

Aus =tana und den Vorzeichen von Zahler und Nenner

Die ungewohnliche Orientierung des Koordinatensystevird
sich spater als guinstig erweisen.

14



Fur Winkela, deren Betrage grof3er als 90° sein kdnnen, werden
deshalbzwei trigonometrische Funktionex=cosa und y=sina
angegeben. Daraus lasst sich der Winkeimit der Funktion
atn(x, y) Uber den halben Winkel eindeutig bestimmen:

180 furx=-1

2 mrctanli fur x#-1

+ X

o =atn(x,y) =

oder auch mit folgender Pascal-Funktion, wobei xl ynhier
auch positive Vielfache vorosx undsina sein dirfen:

function atn(x,y:real):real,
begin if x=0 then atn:=pi/2*sgn(y) else
if y=0 then atn:=pi/2*(1-sgn(x)) else
atn:=arctan(y/x)+pi/2*(1-sgn(x))*sgn(y)
end;

1.9 Berechnung von Deklinatiol und zugehorigen Werten der
Zeitgleichung zg

Nach Montenbruck, Grundlagen der Ephemeridenreapnun
1989, Seite 86, lassen sich die Werte der Mittelpurikisgung
durch Fourierentwicklung nach der mittleren Anomadberech-
nen:

n=19146[sinM +0,020C0 [sin2M +0,0003 [Sin3M +...

t—-T
Die mittlere AnomalieM = 0

[B6C ist die Lange einer

gleichférmigen mittleren Sonne vom Perigaum aus.

T, ist die Perihelzeit undyldie zugehérige Lange der Sonne, z.B.
T¢=2010Jan3,67 undyE283,112°.

15



T.=365,2596 (anomalistisches Jahr) ist die UmlaufdaleerEr-
de, t der Berechnungszeitpunkt in Weltzeit um®344° die
Schiefe der Ekliptik.

Mittlere ekliptikale Lange der Sonne=IM + L

Wabhre ekliptikale Lange der Sonnk:=1 +

Rektaszension der wahren Sonne: = atn ( cos\, sil\[dos )
Zeitgleichung: zg=arcsin( sin(l = r))4min
Deklination: sind = sin\[Sine

Beispiel: Die Berechnung fiir 1. August 2006 um UZkErgibt:

t-T,=-125117
M =20685°
| =12996°
A=129171°
r=13155%5°
zg=-6,34min
0=1798®
15 4 zg=HOZ-MOZ in nin T
103 \
= "‘-.,
5; — "\.‘
0 /] N Y
BE! /1IN |/ |
N [/ bl
-103
] s
-157

Jan FebHMrz Apr Mai Jun Jul Aug Sep Okt Nowv Dez Jan
Abb. 16: Ephemeriden der Zeitgleichung

16



1.10 Das julianische Datum jd

Zur Berechnung der Zeitgleichung in Teil 1.9 braucfan die
Zeitdifferenz zwischen dem Beobachtungsdatum und Beri-
heldatum 3. Januar 2010, UT=16 Uhr. Dafur ist éamdaufende
Tageszahlung sehr geschickt.

Das julianische Datum gibt die Anzahl der Tagedie,seit dem
1. Januar des Jahre4713, UT=12Uhr, vergangen sind.

Die folgende Pascal-Funktion gilt im Zeitraum voriMiarz 1900
bis 28. Februar 2100.

function jd(d,m,y:integer;UT:real):real;
var x:real,
begin if (m<=2) then
begin m:=m+12; y:=y-1
end;
X:=int(365.25*y)+int(30.6001*(m+1));
jd:=x+1720981.5+d+UT/24
end;

Beispiel:

1. Die Berechnung fur 1. August 2006, £IRh ergibt:

d=1, n=8, y=2006, 12,

julianisches Datum: 732 69%#275+1 720 981,%1+0,5
=2 453 949,0.

2. Die Berechnung fur 3. Januar 2010,2d®h ergibt:

d=3, m=13, y=20009, ¥16,

julianisches Datum: pr33 78#428+1 720 981,%3+0,67
=2 455 200,17.

3. Die Differenz zwischen den beiden julianischeatdd betragt

-1251,17 wie in obigem Beispiel in Teil 1.9 auf 8€ib.

17



1.11 Langenausgleich

Soll die Uhr nicht die Wahre Ortszeit WOZ des Aalsingsortes
mit der geographischen Lange anzeigen, sondern die Wahre
Ortszeit des Zeitzonenmeridians mit der Larige so ist der
Stundenwinkel t (in Grad) zu ersetzen duref\§—A). Die 12-
Uhr Linie verlauft senkrecht bei allen Vertikaluhredie WOZ
anzeigen, auch bei abweichenden.

Abb. 18.1 zeigt das
Zifferblatt einer verti-
kalen abweichenden

‘5—__________——_ //_/_//’J‘B/
— 17 .
/ Uhr mit Langenaus-
i - gleich. Die 12-Uhr
Linie ist nicht senk-
recht, sondern zurlick
3 1 gedreht, da der Zeit-

zonenmeridian ostlich
des Aufstellungsorts
liegt.

Abb. 18.1:0=50°, ¢E-20°, 0, A\=—10°,
)\0=_15°

Abb. 18.2 zeigt eine ||I /é
abweichende und
geneigte Uhr ohne
Langenausgleich.
L5
XQ 17

Abb. 18.2:¢=50°, d=-20°, F55°,
A=A, WOZ

Verlauft die 12-Uhr Linie auf einer geneigten Uhit inklination
i#0 nicht senkrecht, so kann man daraus also nidhteg€en,
dass es sich um eine Uhr mit LAngenausgleich hiandel

18



Abb. 19 zeigt eine
abweichende und
geneigte Uhr mit \B\

Langenausgleich.

\

Abb. 19:¢=50°, &=-20°, F55°,A=-10°,
Ao=—15°

Umrechnung der Ablesung WOZ auf der Sonnenuhr én ge-
setzliche Uhrzeit MEZ:
Ao=—15°, wahrend de6ommerzeii,=—30°
Umrechnung WOZ MEZ:
MEZ=WOZ-(A;—A)4min-zg
Umgekehrt MEZ> WOZ:
WOZ=MEZ+(Ao—A)dmirtzg

Beispiel:

Gegeben sei der Beobachtungsort Stuttgart mit degrgphi-

schen LAng@=-9° am 1. August 2006.

1. Die Sonnenuhr zeige WGZ Uhr an. Es ist zg-6min.

Auf der Armbanduhr ist es dann

MESZ=5h—(-30+9) 4 mim6min=5h+84mimn-6min=6h30min

2. Die Armbanduhr zeige MSEZ=13h30min Sommerzeit an

Es ist zg—6min.

Dann gilt WOZ13h30min+(—30+9)[dmin-6min
=13h30minr-1h30mirr12h,

d.h. am Ende der Mittagspause hat die Sonne getade

Hochststand erreicht.

19



2. Charakteristische Winkel
Charakteristisch fir das Zifferblatt sind drei Waehknamlich

2.1 der Winkelp zwischen Zeiger und Substilare,

2.2 der Winkelo zwischen Gegenrichtung zur Falllinie und
Substilare,

2.3 der Stundenwinkel der Sonne, fur den der Schatten auf die
Substilare fallt.

Wir versuchen, die Bedeutung dieser Winkel zu vechaulichen
und stellen uns ein Wesen vor, das auf einer ligliebn der

Sudrichtung abweichenden und gegen die Horizomaleigten
Ebene haust. Schwer erklarbar fur dieses Wesegirist ausge-
zeichnete Richtung auf seiner Ebene, in der sighkdrper zu

bewegen trachten, wenn ihnen der nétige Halt estzogrd. Wir

Menschen nennen diese Richtung die Falllinie deméb

Da die Zifferblattebene von der durchsichtig gedewtErde bei
ihrer Drehung mitgenommen wird, kann auch das Wasén
etwas Geduld taglich beobachten, wie sich die Seufeinem
bis zur hdchsten Stellung Uber der Zifferblattebansteigenden
und dann wieder abfallenden Tagbogen Uber das Hisgmsd!-
be bewegt. Der Winkdl ist der Stundenwinkel, bei dem die Son-
ne uber der Zifferblattebene kulminiert. Fir dasséreist dann
Mittag. Zur Mittagszeit auf der Zifferblattebendlfé@ler Schatten
auf die Substilare. Sie ist die senkrechte Prajekties Schatten-
zeigers in die Zifferblattebene. Der Schattenzeigeist stets zu
demjenigen Himmelspol, der Uber der Zifferblattebdingt. Die
Substilare ist um den Winkel gegen die Gegenrichtung zur Fall-
linie entgegengesetzt zum Uhrzeigersinn gedrehs. Zifferblatt
ist achsensymmetrisch bezlglich der SubstilareZ&itpunkte,
die aquidistant za liegen.

20



Bei gilinstiger Orientierung der Ebene sieht das Wdsa Polar-
stern, um den sich die anderen Gestirne drehear dem Win-
kel @ Uber seiner Zifferblattebene am Himmel stehen. \Dar-
kel Y ist der Erhebungswinkel des Nordpols beziglichZiffer-
blattebene.

Fur uns Menschen, die wir auf der Horizontalebefeh, kulmi-
niert die Sonne mit dem Stundenwinkel0 und der Schatten
fallt dann in Nord-Sud-Richtung auf die Substilao=0. Der
Erhebungswinkel des Polarsterns entspricht der rgebgschen
Breite$ des Standorts

Abb. 21: Orientierung des Zifferblatts

Diese Veranschaulichung zeigt, inwiefern die drénk#l , o, T
fur das Zifferblatt charakteristisch sind: Aus dgifierblatt einer
fur die geographische Breitf = { berechneten Horizontaluhr
erhalt man das gesuchte Zifferblatt der geneigtehabweichen-
den Uhr, indem man das Zifferblatt um den Winkelreht.

21



Dies wird in der Versetzungsregel folgendermaliesgedrickt:
Am Herstellungsort mit der geographischen Laageind der
Breite ¢ deklinierende (abweichende) und inklinierende é&ign
te) Uhren werden durch Parallelverschiebung zuzéataluhren,
wenn man sie an den Ort mit der geographischend&#fgund
der geographischen Breitg bringt und dann um den Winkel
gegen den Uhrzeiger dreht.

Der Normalenvektor der Zifferblattebene zeigt, wesmmm Erd-
mittelpunkt aus gezeichnet, auf den Ort mit derggaphischen
LangeA+t und der Breitap, in dem die Zifferblattebene Tangen-
tialebene an die Erdkugel ware und das Zifferldater Horizon-
taluhr triige.

3. Stundengeraden

Abb. 22: Stundenlinienwinkel w'

22



3.1 Stundenlinienwinkel w' bei der Horizontaluhr

Im rechtseitigen Kugeldreieck ZSP in Abb. 22 gilt flen Win-
kel w' zwischen der Stundenlinie zum Stundenwitkehd der x-
Achse (Substilare) bei der Horizontaluhr in der ggaphischen
Breite '

cod90° ¢')= tan( w) cot18C° t)
oder tanw'= sing' tant'

t' ist der Stundenwinkel, der nach den Transforomsfiormeln
(11.1) Horizont — Aquator zum Azimut w' und zur Hohe=0
gehort.

Fur ['C>90° ist ebenfallEw'(>90°. Um w'im richtigen Quad-
ranten zu erhalten,

setzen wir daher =xcost'.

Dann ist 3y -sind' -sint'

und watn(x,y)

3.2 Winkel w zwischen den Stundenlinien fur dierfsienwinkel
t und der Gegenrichtung zur Falllinie bei abweiademund ge-
neigter Uhr mit den charakteristischen Winkglrno undrt :

Berechne fur die Horizontaluhr mip' = ¢ die Winkel w' zwi-
schen x-Achse und Stundenlinien fir die Stundenglink
t=t-t
und drehe dann das Zifferblatt um den Wingedegen den Uhr-
zeiger:
w=w+0.

Ist w grof3er als 180° oder kleiner oder gleidi80°, so sind 360°

solange zu subtrahieren bzw. zu addieren bis dek®Viw im
Intervall -180°,180] liegt.

23



AX Beispiel 1a) Gegeben sei eine Horizontaluhr,
also d=0 und i=90° auf Kreta mit der geogra-
65° phischen _Breite¢=35°. Es istL|J=¢=35_°_und_
1159 =308 0=1=0. Wir berechnen den Stundenlinienwin-
3 X kel far 17 Uhr, also #t=75°. x=0,26 und
5\)‘(“ 350 y=-0,55 also ww'=—65° und den Winkel fur
0= 5 Uhr, also #t=-105°: x=-0,26 und y0,55
also wew'=115°.
b) Gegeben sei nun eine Horizontaluhr in
Montevideo mit¢=-35°. Es isty=¢=—35°
und 0=180° undt=0. Wir berechnen wieder
die Stundenlinienwinkel fir 17 Uhr und fir % 115
Uhr, also tt=75°: x=0,26 und y0,55 also U/)/'O
w=w'=65° und tt=-105°: »-0,26 und J?U
y=-0,55 also ww'=—115°. $=-35° "

Beispiel 2: Gegeben sei
eine 20° nach Osten
abweichende Vertikal-
uhr, also &-20° und
i=0 in Wirzburg mit
$=50°. Nach den For-

— ¥ S Uhr Linie be meln im nachfolgenden
5 Uhr Linie bei ¢ -20 rome P Teil 3.5 ergeben sich

abweichender Vertikal-| ~ Horizontaluhr . .
uhr fiir §=50° fur g'=y=-37°  die  charakteristischen

Winkel zu {=-37°,
0=164° undt=-25°. Wir berechnen den Winkel w zwischen der
5-Uhr-Stundenlinie und der Gegenrichtung zur Fabli zu 5 Uhr
gehort der StundenwinkeE+105°. Dann ist £t-1=—80° und
w'==74°. Die Abbildung zeigt, wie die 5-Uhr-Linie dequiva-
lenten Horizontaluhr uno=164° gegen den Uhrzeiger zu drehen
ist. Man vergleiche hierzu auch Beispiel 2, S8ite

24



3.3 Orientierungen

Abb. 25: Gnomonisches Dreieck Z'ZP

P: Nordpol, P: Sudpol, Z: Zenit der Zifferblattebene

d: Deklination des Zifferblatts, Stidazimut des Malenvektors
n der Zifferblattebene, der zum
Betrachter weist-180°< d < 180°, positiv nach Westen

i Inklination des Zifferblatts, Hohenwinkel desoivMhalenvek-
torsn: -90°<i<90°

Y: Winkel zwischen dem Poloszeiggrund seiner orthogonalen
Projektion’s, der Substilare,
in die Zifferblattebene-90°< ) < 90°
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0. Winkel zwischen der Gegenrichtung zur Falllirfieder Zif-
ferblattebene und der Substilage
-180°< 0 < 180°, von der Gegenrichtung aus gegen den Uhr-
zeiger positiv

T. Stundenwinkel der Sonne, furr den der SchattémliauSubsti-
lare fallt: —180°< 1 < 180°

3.4 Formeln fir die charakteristischen Winkel
Fur positive und negative geographische Brejteilt:

sin= sing -sini —cos¢ - cosi - cosd 90°< P <90°)
Diese Gleichung folgt aus dem Seiten-Kosinussatz.

Y >0: Zeiger zeigt zum Nordpol, der Schatten drehthnzei-
gersinn

Y <0: Zeiger weist zum Sidpol, der Schatten drelgegeden
Uhrzeiger

Y = 0: Zeiger parallel zur Zifferblattebene: Polaruhr

sint - cosy= cosi - sind Y # +£90°)
COST - cosy= sini - cosd + cosi - sin¢ - cosd

Die erste Gleichung folgt aus dem Sinussatz, deitevaus dem
Sinus-Kosinussatz.

sino - cosy= cos¢ - sind (fir &Y<90°)
COsSO - cosy= sing - cosi + cosod - sini - cosd

Da fur—-90°<p<0 der Sudpol Gber der Ebene liegt, zeigt der Zei-
ger in die entgegengesetzte Richtung. Daher isbalstilarwin-

kel o der um 180° grol3ere oder kleinere Winkel zu nehrbém
Sinus- und Kosinuswerte haben dann die entgegetatgsé/or-
zeichen.

Fury = +90° setzen wir = 0 undo = 180°.
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3.5 Zusammenfassung

¢:
d:

t:

geographische Breite

Abweichung des Zifferblatts bzw. Stdazimut nséesten des
Normalenvektors

Neigung des Zifferblatts bzw. Hohenwinkel desridalenvek-
tors der Zifferblattebene

Stundenwinkel der Sonne vom Ortsmeridian au$ Mdesten

x—Achse parallel, aber entgegengesetzt zur Fallie&gZiffer-
blatts, y-Achse nach links

+1 fura>0
sgna=4 0 fura=0
-1 fura<0

arctan? +90° (fl-sgnx)(8gny  x#0,y #0

X
atn(x,y) =1 90°[f1- sgnx) x#0,y=0

90° Sgny x=0

Winkel ¢ mit —90°< ) £90° zwischen Zeiger und Substilare:

X =sin¢ -sini —cos¢ - cosi - cosd
Y =arcsinx

Winkel o mit —180°< 0 < 180° zwischen Substilare und x-
Achse flircogp#0:

x = +(sing [cosi +cosp [sini [cosd)
y =xcost [$ind
o= atn(x,y)

Fur =0 gilt das Pluszeichen, filr<O das Minuszeichen.
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Stundenwinket mit —180°< 1 < 180°, fUr den der Schatten auf
die Substilare fallt flicogpz0:

X = sini - cos¢ + cosi - sin¢- cosd

y = cosi-sind

T =atn(x,y)

Furcosp=0 (Aquatorialuhr) setzen wig=180° undr=0.

Winkel w mit—180°< w < 180°zwischen Stundenlinie fur den
Stundenwinkel t und der x-Achse:

X =cos(t-1)
y = -sing-sin (t—-1)
w =atn(x,y)+o

Fur =0 (Polaruhr) sind die Stundenlinien parallel zubSilare
im Abstand -Zan(t1).

Beispiel 1:

Breite $=—40°, Deklination ¢30°,
Inklination i=20°,
Stundenwinkel+60° fir 16 Uhr.
Zeigerwinkelp zwischen Zeiger
und Substilare: x-0,843; also
Y=-57,5°

Substilarwinkelo: x=0,377 und ¥—0,383; alsad=—45,5°;
Substilarzeit: x=—0,261 und y0,470; alsa=119,1°
Stundenlinienwinkel w fir t=60°:30,514 und y-0,723;
also w=-54,6°+0=-100,1°.
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3.6 Zeichenhilfen

\ X
C R B

w,

b

y D P\ Al
Abb. 29: Fenster ABCD 5 Oy )

Weder bei der Zeichnung der Stundenhalbgeradedenit Com-
puter noch von Hand ist die Festlegung durch defadgspunkt
O und den Richtungswinkel w sehr bequem. BessealliégsBe-
rechnung der Schnittpunkte P und Q der Halbgerai¢rdem
Zifferblattrand. Wenn der ZeigerdurchstoR3punkt @eirhalb des
Zifferblatts liegt, ersetzt O einen der beiden Raniuf dem
Rand. In vielen Computergraphiken kann man dann Rkfiehl
line(p,q,r,s) verwenden, der die Strecke vom Punkt
P(p|g) zum Punkt R(r|s) zeichnet. Bei Zeichnunghand druckt
man die Koordinaten der Punkte P und Q aus. Auf Ramd des
Zifferblatts lassen sich diese Punkte sehr einfarizeichnen
durch Abmessen ihrer Entfernung von einer Ecke Biues.fol-
gende Prozedur zeichnet von der Stundenhalbgenaiitedem
Anfangspunkt O({yo) und dem Richtungswinkel w den Ab-
schnitt, der auf einem rechteckigen Zifferblatt dér Hohe a und
der Breite b erscheint, dessen realméere Ecke die Bildschirm-
koordinaten (ghy) hat.
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procedure fenster(w:real);
var i,k,p,q,r,s: integer;
m1,m2,lambda,x,y: real,
u,v: array[1..2] of real;
begin k:=0; w:=w/180*pi;
ml:=cos(w); m2:=sin(w);
if ((0<=x0)and(x0<=a)and(0<=y0)and(y0<=b))
then begin u[1]:=x0; v[1]:=y0; k:=1 end;
fori:=0to 1 do
begin if m2<>0 then
begin lambda:=(i*b-y0)/m2;
if lambda>0 then
begin x:=x0+lambda*m1;
if ((0<=x)and(x<=a)) then
begin k:=k+1; u[k]:=x; v[K]:=i*b end
end
end
end;
fori:=0to 1 do
begin if m1<>0 then
begin lambda:=(i*a-x0)/m1;
if lambda>0 then
begin y:=y0O+lambda*m?2;
if ((O<y)and(y<b)) then
begin k:=k+1; u[Kk]:=i*a; v[k]:=y end
end
end
end;
p:=round(a0-v[1]); g:=round(b0-u[1]);
r:=round(a0-v[2]); s:=round(b0-u[2]);
if k=2 then line(p,q,r,s)
end;
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Beispiel 2:

Zum Vergleich wird die in Abb. 11 dargestellte-@0° nach
Osten abweichende Vertikaluhr fir die geographisé&rei-
te $=50° nun in Abb. 31 mit Hilfe der charakteristischéfinkel
gezeichnet. Die Berechnung der charakteristischark&Vergibt:
P=-37,2°;0=164 ,0° und=-25,4°.

TCrm

10ch

Abb. 31: Mit den charakteristischen Winkeln gezaetes Zif-
ferblatt

Bezuglich der_linkerunteren Ecke haben die Schnittpunkte der
Stundenlinien mit dem Rand der Zifferblattebene idieler Ta-
belle unten aufgefiuihrten Koordinaten in cm. Da deigerful3-
punkt O innerhalb des Zifferblatts liegt, ist er édlen Stunden-
linien gemeinsame Punkt mit den Koordinaten (6006,
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Tangentenstrecken der Stundenlinienwinkel w:

Aquinoktiallinie w= 74,0° (6.0; 1.6)

(0.0; 4.5)

Substilare w= 164,0° (5.1; 3.0)
(6.0;6.0)

t=-105° 5Uhr w= 90,9° (6.0;6.0)
(0.0;5.9)

t=-90° 6Uhr w=112,2° (6.0;6.0)
(0.0; 3.6)

t=-75° 7Uhr w=128,6° (6.0;6.0)
(0.0;1.2)

t=-60° 8Uhr w=1414° (6.0;6.0)
(1.2;0.0)

t=-45° 9Uhr w=151,9° (6.0; 6.0)

( 2.8;0.0)

t=-30° 10Uhr w=161,2° (6.0; 6.0)
(4.0;0.0)

t=-15° 11Uhr w=170,3° (6.0; 6.0)
(5.0; 0.0)

t= 0° 12Uhr w=180,0° (6.0; 6.0)
(6.0; 0.0)

t= 15° 13Uhr w=-168,8° (6.0; 6.0)
(7.2:0.0)

t= 30° 14Uhr w=-154,8° (6.0; 6.0)
(8.8:0.0)

t= 45° 15Uhr w=-136,5° (6.0; 6.0)
(10.0; 1.8)

t= 60° 16Uhr w=-113,6° (6.0; 6.0)
(10.0; 4.3)

t= 75° 17Uhr w=-89,1° (6.0; 6.0)
(10.0; 6.1)

Soll die Uhr nicht die Wahre Ortszeit des Aufstefigortes mit
der geographischen Langeanzeigen, sondern die Wahre Orts-
zeit des Zeitzonenmeridians mit der Lange so ist der Stun-
denwinkel t (in Grad) zu ersetzen dureNy—A).
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Soll die gesetzliche Zeit der Armbanduhren anggzeérden, so
muss zusatzlich noch die Zeitgleichung zg (in Mémuund im
Februar negative Werte) bertcksichtigt werden. Destnt zu
ersetzen durch+{Ao—A)+zg/4. Die Zeit wird nicht mehr durch die
Richtung des Schattens des ganzen Schattenzeiggegeben,
sondern durch die Lage des Schattenpunktes allinzdiger-
spitze zwischen den Stundenlinien. Auf einer saichdar mit
Punktzeiger kann man aufRerdem das Datum an der dege
Schattenpunktes zwischen den Datumslinien ableSiégrdings
sind die Stundenlinien dann keine Geraden mehr. li2mer-
kenswerte Eigenschaft einer normalen Uhr mit Peligez, dass
die Richtung des Schattens fir einen bestimmtendstuwinkel
vom Datum unabhéngig ist, gilt dann nicht mehr.

Ein Beispiel einer Uhr mit MEZ Anzeige fir steigenBeklina-
tionen in der Zeit vom 21. Dezember bis 21. Juigtzdie fol-

gende Abb. 33. Es igt=50°,A=—10° (Wirzburg) A\;=—15° (G0r-

litz), d=—20° (nach Osten abweichendQi(Vertikaluhr) und die
Zeigerhdhe Z1,5cm.

Abb. 33: Datumslinien fur steigende Deklinationen
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3.7 Deklinationslinien

Mit Hilfe von Parameterformen kann man die Deklioaslinien
leicht zeichnen. Die Polarkoordinatenpjreines Kurvenpunktes
bezuglich ZeigerfuBpunkt und x-Achse (Gegenfalltcly) be-
rechnet man folgendermaf3en:

x =codt - 1)
y=-singsint-1) fir-180%t<180°
p'=atn(x.y)

Fur den Winkel zwischen Zeiger und Stundenlinie gilt:
COoslL =cosy [cosp'.

Entfernung des Schattenpunktes vom Zeigerful3punkt
Z[cosd

= codp - &) Biny|

fir —23,5%06<23,5°

Fur den Polarwinkel gilp=p'+o.

Geschlossene Gleichungen der Deklinationslinierderererst in
Teil 5 behandelt.

Zur bequemen Zeichnung einer grof3en Uhr von HarttBérdie
folgende Tabelle auf Seite 35 die EntfernungenSibdmittpunkte
der Deklinationslinien mit den Stundenlinien vomd8chnitt-
punkten der Stundenlinien mit dem Rand, entlang denftun-
denlinien beziffert sind. Durch einfaches Abmesgem Strecken
auf den schon gezeichneten Stundenlinien wird e ausrei-
chende Anzahl von Punkten auf den Deklinationgtiniestge-
legt. Durch Einzeichnen von Halb-Stundenlinien ukann die
Anzahl bei Bedarf vergré3ert werden.
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Entfernungen der Schnittpunkte der Deklinationslinmit den
Stundenlinien vom Zifferblattrand:

0=-23.5° 5Uhr 2.2 6Uhr 3.6 7Uhr5.1
8Uhr 5.3 9Uhr 4.4 10Uhr 4.0
11Uhr 3.7 12Uhr 3.6 13Uhr 3.7
14Uhr 4.0 15Uhr 2.7

0=-20° 5Uhr 1.8 6Uhr 3.4 7Uhr5.0
8Uhr 5.2 9Uhr 4.3 10Uhr 3.9
11Uhr 3.6 12Uhr 3.5 13Uhr 3.5
14Uhr 3.8 15Uhr 2.4

0=-10° 6Uhr1.4 7Uhr4.5 8Uhr4.8
9Uhr 4.0 10Uhr 3.6 11Uhr 3.3
12Uhr 3.2 13Uhr 3.1 14Uhr
15Uhr 1.4

8=10° 7Uhr2.9 8Uhr3.7 9Uhr3.1
10Uhr 2.7 11Uhr 2.5 12Uhr 2.2
13Uhr 1.9 14Uhr 1.2

5=20° 7Uhr1.0 8Uhr2.6 9Uhr2.3
10Uhr 2.0 11Uhr 1.7 12Uhr 1.3
13Uhr 0.6

8=23.5 8Uhr2.1 9Uhr 1.9 10Uhr 1.7
11Uhr 1.4 12Uhr 0.9

w
w

Zur Veranschaulichung dienen als Beispiele die dreith den
Tabellen auf den Seiten 32 und 35 fett gedrucktesrt®V Sie
geben die Langen der in Abb. 31 auf Seite 31 didgafiihrten
Strecken an.

Das dort abgebildete Zifferblatt wurde berechnet ¢iE50°,
d=-20°, =0 und die Zeigerhthe=4,5cm.
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4. Beleuchtungsdauer
4.1 Einleitung
(1) Problemstellung

Um den Betrachter nicht unnétig zu verwirren, solltauf der
Zifferblattebene einer ortsfesten Sonnenuhr nuiStimden mar-
kiert werden, wenn die Uhr auch tatsachlich von Senne be-
schienen wird. Sie &ndern sich im Jahresverlauf.

Die Aufgabe lautet also: Bestimme die langste Baléungs-
dauer einer beliebig abweichenden und beliebig igtare Ziffer-

blattebene.

Offensichtlich ist dies fir die Sonnendeklinatida +23,5° dann
der Fall, wenn der Himmelsnordpol Uber der Ziffattdbene
liegt. Befindet sich dagegen der Sudpol Uber degngb so tritt
der friheste Aufgang und der spateste UntergandiéiSonnen-
deklination & = -23,5° ein.

(2) Erlauterung der Aufgabe an einem einfachenelis

Bei einer nichtabweichenden vertikalen Studuhr legt Stdpol
uber der Zifferblattebene und man erhélt in uns@&meiten mit
¢ =50° undd=-23,5° aus
cost; =—tany -tand, also § =-111°

fur den Aufgang der Sonne Uber der Zifferblattebétierin sei
Y der Winkel zwischen Zeiger und Substilare:

sinP=sind - sini —cos¢ - cosi - cosd = —cosd
furd=i=0.

Ohne nachzurechnen ist klar, dass die Sonne dacim mater
dem Horizont steht. Da der Nordpol Uber dem Hottiziegt,
erhalt man mid = +23,5° augosty = -tan¢ -tand

ty=-121° als friihesten Aufgangswinkel.
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Furd =-23,5° erhalt manyt= —59° als spatesten Aufgangswinkel
tber dem Horizont.

VergroBert man nud =-23.5°, so wird der Betrag voa klei-
ner, jedoch der Betrag vogn groR3er.

Aufgrund der speziellen Lage der Zifferblattebengild sich
natdrlich fard = 0 der friheste Aufgang, £ ty=-90°.

Bei Abweichung der Uhrebene um 20° gegen Ostedi¢sZif-
ferblattebene im Vorteil. Also muss ein fur die ontebene
gunstigered gewahlt werden: frihester Aufgang tber Horizont-
und Zifferblattebene t=t; = -106° flrd=13°.

(3) Verallgemeinerung der Problemstellung

In Innenhdfen, die von hohen Geb&uden umstellt, gnifét man

oft auf solche Zifferblatter, die Stundenlinien wafsen fur Zei-
ten, zu den die Uhrflache Uberhaupt nicht beschiexgin kann.
Aber auch sonst geht die Sonne haufig nicht inHi@éne k0

auf, sondern erst spéater in einer bestimmten pesitHoéhe RO,

da der Horizont durch Berge, Hauser usw. verdestkt i

Die Uberlegungen und Berechnungen sind dann koregkz. So
mussen in tropischen Breiten extremale Auf- odetetérangszei-
ten nicht bei extremalen Werten der Sonnendekbnagintreten.

Ost-Horizont iy >0 West-Horizont Q, >0°

| Mathematischer | Horizont L=<

I | I
Osten Siden Westen

Abb. 37: Oft ist der mathematische Horizont verdeck
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4.2 Horizontebene

Abb. 38: Berechnung des Stundenwinkels t zu gegeliédhe h
Fir welchen Stundenwinkel t erreicht die SonneHibbe h tber
dem Horizont?

Aus dem Kosinussatz folgt die Auf- und Untergangsia (vgl.
Abb. 38):

sinh- sind [ sird
cosp [lcod
unde Schiefe der EKliptik.

cost = mit —€<d<e=2345

Fur den Aufgang gilt h=hund-180°<t< 0,
fur den Untergang  hghund (xt<180°.
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(1) Wenn die Funktion
5T - () =arccos> @ L SIr®
cosd [JcoD

ergeben sich Extremwerte fir Randwerte der mogh&ennen-
deklinationend [ [-¢, €] (Abb. 40.1):

frhester Aufgang bzw. spéatester Untergangdes-sgnd,
spatester Aufgang bzw. friihester Untergangdete-sgn¢.

monoton ist, dann

Definitionslicken:
a) Die Funktiort: d 0 - t () ist nur fur

|Sinh ~ sing Dsir6| < 1 definiert.
cosp Lcod |

Durch Umformung folgt hieraus
—cos($p+h)<sind<scos(¢p—-h),
also -90°+0¢+hlk o =<90°-0O¢-h0

Fur die anderen Werte vandie auch innerhalb vonr-§, €] legen
koénnen, geht die Sonne in der Hohe h nicht auf ot unter:
0<-90°+0p+hT: kein Aufgang flrp+h=0 mit h=hp;

kein Untergang fiirth<0 mit h=ky
0= 90°-[p-hI kein Aufgang flrp—h<0 mit h=hy;

kein Untergang fiitth > 0 mit h=Ry
b) Nenner gleich Nulldp = 90°
Wenn k=0 ist, dann geht die Sonne an diesem Tag erstHei t
auf, falls <o ist, oder sie geht Uberhaupt nicht auf, fallzb
ist.
Wenn h<d ist, dann geht die Sonne an geht diesem Tag schon
bei t=0 unter, falls =0 ist, oder sie geht Uberhaupt nicht unter,
falls hy<d ist.
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Abb. 40.2: Auf- und
Untergangsfunktionen

sind nicht monoton fur

¢ =10°
ho=40°
hw=60°
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Abb. 40.1: Monotone
Auf- und Untergangs-
funktionen flr

¢ =25°
ho=10°
hw=20°

Untergang




Abb. 41: Zu extremaler Besonnungsdauer gehéren aktrema-
le Deklinationen

(2)Ist t: 00 - t () nichtmonoton (Abb. 40.2), so werden fri-
hester Aufgang bzw. spétester Untergang nicht naetirdem
Rand angenommen, sondern fur &y mit

sind

sinh

(Kosinussatz im rechtwinkligen Dreieck ZPG, Abb).41

sind,, =

Wegen der strengen Monotonie der Sinusfunktion a@wdga—90°
und+90°, gibt es hdchstens ein solclgg, wenn

sintpd< sinh, d.h.0p0<h ist.

Der lokale Extremwertt (o) tritt tatsachlich nur dann auf,
wenn er fir eine mogliche Sonnendeklinatidg, im Intervall
]—€,e[ angenommen wird. Also muss aul3erdem gelten

sing

sinh

und daraus folgt nicht nur
O¢ O<h, sondern auchip<e .

<sing = sinp0<sine-sinh

|sin3,,| =‘
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In den Tropen findet frihester Aufgang bzw. spé&tedintergang,
falls der Pol gentigend weit unter dem Hohenkregstdesachli-
chen Horizonts liegt, nicht bei Randwertdrr+ € -sgn¢ der
Sonnendeklination statt, sondern bei einer Dekbmad,, und

einem Stundenwinkelt mit

sin .

_—¢ und Slnt:&Sh

sinh cosh

wobei h=Rk, und t< 0 fur den frihesten Aufgang bzw. hFlind
t>0 fur den spatesten Untergang ist (Sinussatz imtweakli-

gen Dreieck ZPG, Abb. 41).

sind,, =

Beispiel: Lima ¢ =-12°

Untergang in der Hohe +h50°

t(e) =40,4°

t (Omy) =41,1° furdy=-15,7°
Die Differenz ist hier zwar nur 0,7°, am Aquator ffi =0 und
h =90°- ¢ nimmt sie aber ihren Maximalweg an, dennt (g)
=0 undt (dy) =¢ fur dpn = 0.

Definitionslicken:

a) Fur h=0ist sinOpO<sine -sinh nur fir ¢ = 0 erflllt:
t=+90° fur spatesten Untergang bzw. frihesten Aufgaug-
und Untergangszeiten in der Hohe= B sind am Aquator unab-
hangig von, dat: 80 - t (8) konstant ist.

Far¢ #0istt: 60 - t(d) fur h=0 streng monoton.

Fur h=90°ist sint=0, also t= 0: kein Aufgang.

Fur 0< h<90° folgt aus sinO0pI< sine -sinh :

cosh
(b[k €<90°, alsocosd # 0 undpk h< 90°, also
cosh
sing

. h .
d.h.t =arcsin cos und &, = arcsin—
cosp sinh

und der Extremwert wird nicht am Rand angenommamgearn
bei &,

<1,

sind definiert
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b) Istd= h, soistt: d 0 - t () monoton. FUEIpI < h gibt

es ein lokales Extremum in

] —90°, 90° [, das aber fursin Opd= sin€ - sin h auRBerhalb von
] —€, €[ liegt. Also gibt es nicht nur flilp[1 = h bloR Randex-
tremwerte, sondern sogar fi&in Op[= sin€ - sin h. Es gilt z.B.

fur ¢ =20°<h=30°:

sinfp0=0,34= sin¢ - sin 30°=0,20

unddm = arcsinzli—:(:)] =43° liegt auRBerhalb von— , €[ .

4.3 Zifferblattebene
Fur welchen Stundenwinkel t geht die Sonne UbeZd&arblatt-
ebene auf bzw. unter, wenn man sich die Erde digtuic vor-

stellt? Wir berechnen nach der Auf- und Untergaomgsél im
System der Zifferblattebene

sinh— sing [ sim

cost'= mit ¢ =y und h=0,
cosd [cod
also cost'= — siny [ sind
cosy [cod

und -180°<t'< 0  fir den Aufgang
bzw. & t'< 180° fur den Untergang

Der spateste Untergang bzw. der friiheste Aufgandefi bei
o=¢lSgnp statt.

Beispiel:

Vertikale Suduhr: €0, i=0. Nach Seite 27 istin=—cosp, also
PY=¢-90°0. Ohne Obstruktion durch die Horizontebene wirde
die extremale Besonnungsdauer auf dem Zifferblait f
o=¢-sgnP=-23,44° zur Wintersonnenwende eintreten.
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Aus diesen Zeiten erhélt man den frihesten uncesteit Auf-
bzw. Untergang Uber der Zifferblattebene im Kooatémsystem
der Horizontebene jeweils durch Addition der SuasteitT.
spatester Untergang / frihester Aufgang:

- siny|5ine
t= tarcco L +T
cosy [lcog

Liegt t nicht im Intervall £+180°,+180°], so sind 360° zu addie-
ren oder zu subtrahieren.

Die Auf- und Untergangsfunkion

— siny| Csind
cosy [cod

alle y monoton, finy # 0 sogar streng monoton.

t: 00 - t (o) = arcco + T ist wegen h=0 fur

Abb. 44:
Die Auf-
und Unter-
gangsfunkti-
onen fir die
Zifferblatte-
bene sind
immer mo-
noton
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Definitionslicken
a) Nenner gleich Null?

Es wird[®[k € = 23,5° vorausgesetzt, alsoliBik 90°, d.h.cod
kann nicht gleich Null sein. FUWO = 90° ist das Zifferblatt
parallel zur Aquatorebene und die Sonne ist dezegafiag lber
oder in der Zifferblattebene, fallgnpSgm=0 ist. Fur die ande-
ren Werte vord ist die Sonne den ganzen Tag unter der Ziffer-
blattebene.

b) Die Funkiont: 80 - t (d) ist nur definiert fur

siny [&ind
cosy [cod

also t=90°1 fur den Untergang und=t-90°+t fur den Auf-
gang.

< 1, was funp = 0 unabhangig voa der Fall ist,

Fur g # 0 folgt durch Umformung hieraus wie bei der Honizo
ebene-90°+[Plk & < 90l

Fur die anderen Werte vangeht die Sonne tber der Zifferblatt-
ebene nicht auf oder nicht unter. Gleichheit kabangalls zuge-
lassen werden, da die Sonnenbahn fir sofcldée Zifferblatt-
ebene nur in einem Punkt von oben oder unten berihr

0 < -90° + (Y kein Aufgang funp>0,
kein Untergang f[ix0

0= 90° - (WL kein Aufgang funp<0,
kein Untergang f[ir0
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4.4 Schnittstellen der Funktionen fir Horizont ufiifferblatt-

ebene

hufaahc

2

l=

Abb. 46: Schnittpunkte auf der gleichen Meridiatesei

Charakteristische Winkel

10°
120°

(e

geogr. Breite ¢
Deklination

o=-91°
T

Aufgang

21°

=

Inklination

-71°

10°
60°

b=

Horizont Ost

40

-83

h

Horizont West B

29,9°

Lt:

Untergang
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Die Auf- und Untergangsfunktion kann Extremwertehtinur
bei den extremen Sonnendeklination®r-¢ und d,=+& anneh-
men wie in Abb. 40.1, sondern auch bei héchsteres meiteren
Wertend; und d, fiir Aufgang bzw. Untergang zwisches und
+¢, falls die Funktion nicht monoton ist wie in Abi0.2.

Zusatzlich kénnen Extremwerte aber auch noch asftréei
Schnittstellen der Beleuchtungsfunktionen fir Haoniz und
Zifferblattebene. Die Sonne geht bei diesen Dekitim@nds und
O zur gleichen Zeit Uber dem Horizont in der Hohertd der
Zifferblattebene auf oder unter. Es kann hdchsteai zolcher
Schnittstellen geben, die auch auf der gleicheteS#és Meri-
dians liegen konnen, falls keine Monotonie vorliégbb. 46).
Mehr als zwei Schnittpunkte sind nicht méglich, hdie Ziffer-
blattebene jeden H6henkreis in hochstens zwei Rangthnei-

det, die sich bei#D im Azimut um 180° unterscheiden, bei h>0

aber enger zusammen liegen.

Abb. 47: Gleichzeitiger Aufgang oder Untergang tiHerizont
und Zifferblatt
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Wir berechnen die Deklinationed und &g, bei denen Auf- oder
Untergang Uber dem Horizont in der Héhe h und Aufer Un-
terganggang Uber der Zifferblattebene gleichzsiigtfinden.

Aus der Zeichnung (Abb. 48) entnimmt man:
_ sini [sinh
cosi [cosh
Azimut a=dze
sind = sin¢ [kinh — cos¢ [tosh [tosa

cose = mit 0°<e<18C

Liegt a nicht im Intervall $180°, 180°], so sind 360° zu addieren
oder zu subtrahieren. Negative Werte von a gelfierdén Auf-
gang, sind also nur dann sinnvoll, wenn e mihdberechnet
wurde. Entsprechend sind positive Werte von a rianvsll,
wenn sie mit khy berechnet wurden. So bleiben von den an sich
vier Mdglichkeiten, namlich zwei fur e fir=hy oder khy, und
dazu jeweils wieder zwei fur=d+e und ad-e hdchstens die
zwei Ubrig, bei denen das Vorzeichen von a zur gadeten
Horizonthéhe im Osten oder Westen passt. Es igbeachten,
dass bei Addition und Subtraktion von e zwei Aziwerte mit
gleichem Vorzeichen auftreten kénnen. Dann findtveder der
Aufgang oder der Untergang Uber dem Horizont in ldéne h
bzw. hy und der Zifferblattebene zweimal im Jahr gleictigei
statt (siehe Abb.46).

Mit dem berechneten Wert firergibt sich der Stundenwinkel t
aus der Gleichung
sinh —sing [$ind
cosd [¢0sd
und t hat das gleiche Vorzeichen wie a.

cost =
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Definitionsliicken
a) e lasst sich nur bestimmen, fgtini [fanh| <1 ist,

d.h. wenntar|i| < =tan(90° - h) mit 0<h<90° ist, also

tanh
li|<90°~-h = h-90°<i<90°-h.

Beim Aufgang warxh-90° Voraussetzung.

Wenn gh-90° ist, dann liegt der HOhenkreis h ganz Uber der
nach unten gekehrten Zifferblattebene und esitbérhaupt kei-

ne Besonnung ein und es gibt somit auch keine 8stelien mit
gleichzeitigem Auf- oder Untergang tber Horizonder Hohe h
und Zifferblatt.

Fur =90°-h liegt der Hohenkreis ganz tber der nach oben ge-
wandten Zifferblattebene und die Beleuchtungsdéndergt nur
vom Auf- und Untergang tUber dem Horizont in der eléhab. Es
gibt keine Schnittstellen mit gemeinsamem Auf- ddetergang.

b) Nenner gleich Null?
i = 90°: dann ist390°-h, keine Schnittstellen wie oben
i ==90°: dann ist€h—-90°, keine Schnittstellen wie oben
h =90°: Gberhaupt keine Besonnung, keine Schnitéstell
|6] = 90°: nicht mdglich, ddl<e = 23,5°
|b] = 90°: wenn ke, dann kein Aufgang,
keine Schnittstellen
weng<h, dann kein Untergang bez. Horizont
die Beleuchtungsdauer hangt nur Yifferblatt
ab, also keine Schnittstellen

Beispiel: (vgl. Abb. 46)

Gegeberseien$=10°, d=—120°, F21° und die Horizonthéhe im
Westen [=60°.

Man berechnet darausE2° und das

Azimut a=d+e=12° oder ad-e=intervall(-252°=108°.

Beide Azimutwerte sind positiv und damit fir den &ferizont
sinnvoll. Fir die Funktiomtervall siehe Seite 51.
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4.5 Durchschnitt der Beleuchtungsintervalle

Fur jede der 6 Deklinatione® bis s berechnen wir die Auf- und
Untergangszeiten,a& -t (6) mit h=hound y =1t (&) mit h=hy
bezlglich Horizont sowie,& -t (&)+t und y =t (&)+t Mith=0
und ¢ = ¢ bezuglich Zifferblattebene. Aus den beiden Beleuch
tungsintervallen [au,] und [a,u,] wird die gemeinsame Beleuch-
tungsdauer fau] fur i=1,...,6 als Durchschnitt gebildet. Es sid
Falle mdglich, die zusammen mit den Bedingungeterugenen
sie eintreten

0° a4
Z Abb. 50.1
[ah,Uh] n [a21uZ] = [az,Uh],
f falls a< a< u<u, oder y< a< a< U,
u
a, 0,
-1809 +180°
OO
Yz Abb. 50.2
aZ . .
[ah,Uh] N [a21uZ] = [aZluh] D [ahvuZ]u
falls a< u,< a< uy
a, Up,
-1809 +180°
0° a,
u; Abb.50.3
[ [@n, Un] N [3,Ug] = [az,],
falls a< a< zu< y,
a, Up,
-1809 +180°
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Abb. 51.1
[@n, Un] N [3z,Uz] = [an, U],
falls a< u,< U< g oder a< a< U< Uy
00
u
Abb. 51.2
™ [@n, Un] N [3z,Ug] = [@n, U],
falls u< u< a oder (< u, und a< @)
oder y<a< a,
& 4, |
-1809+180°
OO
Abb. 51.3
[anUn] N[azu] = { },
A falls u< a < u, oder (y< a, und y< a)
oder a< u,< a,
u
""huZ 2,
-1809 +180°

Zu einer Abbildung kénnen mehrere Falle gehdrenemnedes
Sprungs vorr180° auf-180°. Liegt a zwischen gund y, so gilt
a<a< W, Liegt g aber zwischenjund @, so kann dies bedeuten
U<a, (=180°) oder £180%) a<a, wobei die eingeklammerten
Ungleichungen entfallen kénnen, da alle Winkel imnmét der
Funktion Intervall ins Intervall{180°+180°] gebracht werden.

function intervall(x:real):real;
begin if x>180 then intervall:=x-360;
if x<-180 then intervall:=x+360; end;
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So gehéren z.B. zur Abb. 51.2 aul3er der abgebildetigglich-
keit u< u,<a, noch die Mdglichkeiten (& u, und a< &) wie in
Abb. 52.1 oder (i & und a< a) wie in Abb. 52.2, die beide
ebenfalls zum Ergebnisian] n[a,,u,] = [an,uy] fihren.

0° 0°

(1

1

ap

a;

7 Yz
-1809 +180°
Abb. 52.1

Un aha Un
U T7180°
Abb. 52.2

Zwischen < undk ist genau zu unterscheiden. Auch Punkte, in
denen Auf- und Untergang zusammenfallen, sind &m ®er-
gleich wichtig. In der folgenden Abbildung geht @enne in S

t
Uz
S
3
0
- +‘E -
OO
G
=,
Un
+180°

52

Uber dem Horizont auf und gleichzei-
tig bezuglich der Zifferblattebene
unter: y=a,. Ohne Punkt S kdnnte der
friheste Aufgang nicht angegeben
werden.

Die Abfrage: ,wenn &, dann..”
kann scheitern, da die beiden Werte
wegen der unsauberen Arithmetik des
PC innerhalb der Rechengenauigkeit
voneinander abweichen kdnnen. Man
misste fragen, olabgu,—a,)<ge ist,
wobei ge einen kleinen positiven Feh-
ler bedeute. Allerdings ndhme man
dann in Kauf, dass Werte, die prinzi-
piell verschieden sind, als gleich be-
trachtet wirden.



Andererseits dirfen durck nicht zwei Intervalle entstehen,
wenn es tatsachlich nur eines gibt. In der Abbl5farf nicht
Uberall das Gleichheitszeichen stehen, dennfig, wie in Abb.
52.2 wirde das Beleuchtungsintervall in zwei Tédivalle zer-
fallen und zutreffend ware dann die Situation wieAbb. 50.2:

[an, Un] N [az, U] =[an,U;] O [a;, Un.

4.6 Extremale Beleuchtungsdauer

Unter denjenigen der 6 Werteusmd y, wenn die Sonne sowohl
Uber dem Horizont als auch Uber dem Zifferblatf vgird der
kleinste k=min a und der grof3te,tmaxu; ermittelt, woraus sich
die langste Beleuchtungsdauey ] ergibt.

Zerféllt die gemeinsame Beleuchtungsdauer in 2irfeiivalle
[a,u] und [&;,uj] (Abb. 50.2), so ist die Suche nach dem Maxi-
mum bzw. Minimum unter den Werten, &zw. u' gesondert
durchzufiihren: z=mina;j und t),=maxu;. Dabei gehort die ge-
meinsame Beleuchtungsdauer,h bzw. [a),ui] zum einen der
Teilintervalle, falls t—180° und zum andern Teilintervall, falls
a;>1-180° ist.

Die extremale Beleuchtungsdauer besteht dann dlserdas
zwei Teilintervallen. Man erhalt sie als Vereinigun

[ta,to] Oft'a,tu].
Ergeben sich jedoch zwei Teilintervalle mit nickbtiem Durch-

schnitt [, tu]n[t'a,t'u] # {} , so wird daraus ein einziges [{t*y]
gebildet mit th=min{t ,t'’a} und t*g=max{ty,t'u}.
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Beispiel 1:

Ansbach¢=49,3°, Behringershof, vertikale Siduhr am Turm im
Innenhof: &i=0. Auffallig ist, dass das Zifferblatt nur wenige
Stundenlinien tragt. Der der Grund dafir sind dé@ dhnenhof

I

12 1 2 3

9.

10 11
6=
d=

38.96°
23.08°

umschlieRenden Gebaude, die
eine grol3e Horizonthdhe
ho=hw=45° verursachen.

Horizont: Da ¢<0 ist, tritt das
Randmaximum &-47,3° und
u=47,3° beie=23,4° auf. Dap>¢
ist, gibt es keine lokalen Extre-
ma.

Zifferblatt: ¢=-40,7°, Randma-
ximum g=-111,9°, y=111,9° bei

€=—23,4°; Randminimum,a&—64,4°, y=64,4° beie=23,4°.
Schnittpunkt: e=90°, Azimut=al+e=90° oder ad-e=—90°, Dek-
lination 6=32,4>¢ aul3er-

halb.

Wegen der unterschled
lichen Monotonie der
Beleuchtungsfunktionen
wird fur kleinere d die |
Beleuchtungsdauer  fiii™
den Horizont kleiner und |
fur das zifferblatt gro-

Die extremale ge::

RBer.
meinsame

tungsdauer
extremalen
tungsdauer
zontebene

wegen der

Beleuchtungsdauer

nterg
prlzont

Beleuch- !
fallt mit der
Beleuch-:
der Hori-:
zusamme! :

sehr Kleiner {1
- —60
de |

Horizonts aufgrund der
grol3en Horizonthdhen.
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Beispiel 2: Gegeben sei eine Uberhdngende NorduWtirzburg
mit $=50°, d=160°, F-50°, h=0, hy=20°.
Es istt=167°.

Abb. 55: Zwei Intervalle

(i) Randwerte:

Fir &,=—23.5° ergibt sich,&-59°, y=0 und a&=72°, y=-98°.

Es ist y<a<u<g , also gilt die 2. Méglichkeit in Abb. 51.3
mit [ag,u]={ }. Wir setzen &180°, y=—180°.

Fur 6,=+23.5° ergibt sich fur den Horizonj=-121°, 4=86° und
fur das zifferblatt g£82°, y=—108°.

Es ist a<u,<a<u,, also 2 Intervalle nach Abb. 50.2 mit

mit & = 82°, up= 86°

und a=—121°, u,=-108°.
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(i) Extremwerte:

Sowohl fiir Fho=0 als auch ftr hhy=20° ist

sing>sine-sinh, also gibt es keine lokalen Extremstellen.

Wir setzen ga,=180° und y=u,=—180°.

(iii) Schnittpunkte:

Im Osten flids=12,7° ist g=u,=—106°, y=74°, 3=80°.

Es ist @=u,<u<a, also gilt die 1. Mdglichkeit in Abb. 51.1

mit as=us=—106°. Da jedoch &x1-180=-13° ist, gehotren diese
Winkel zum 2. Teilintervall, alsosu’s=—106°.

Im Westen fling=18,8° ist g&=—114°, y=a,=81°, y=—-107°. Es ist
a<u,<a,=up, also 2 Intervalle nach Abb. 50.2 mi=as=81° und
ag=—114°, u;=—107°.

(iv) Extremale Beleuchtungsdauer=mina=81°, {,=maxu,=86°,
t'a=minaj=—121°,

t'y'=maxu;=—-106°, also

[tA,tu] O [tIA,tlu] =[81°,86°]D [_1210,_1060].

4.7 Refraktion

Sonnenuhren werden im Allgemeinen fir eine punhktfge
Sonne und ohne Refraktion konstruiert. Die Refoaktist in
Horizontndhe am gréf3ten und betragt dort ca. GiBimt aber
mit wachsender Hohe sehr rasch ab. Bei BerechnesgAdif-
oder Untergangs ist nicht=@ zu verwenden, sonderr+0,6°.
Tatsachlich steht der Sonnenmittelpunkt dann udén Hori-
zont. Die Besonnung beginnt oder endet jedoch, vademrobere
Rand der Sonne, die einen scheinbaren Durchmessesay 0,5°
hat, den Horizont erreicht. Beide Effekte zusamrhewirken,
dass die beobachteten Auf- und Untergangszeitemiitieren
Breiten von den berechneten bis zu 3 Minuten abivesicind am
Aquator bis zu 5 Minuten.
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Die Refraktion hangt auRer von der Hohe des Geastitth von
Luftdruck und Temperatur ab. Obwohl diese sich iaufe eines
Jahres andern, kann die folgende Formel fur 10Ad¢C 1010 hPa
mit guter Naherung verwendet werden. Selbst in 2émtinédhe
und unter anderen gangigen klimatischen Bedingurileinsie
die Refraktion R in Grad mit einem Fehler von urigy3° an in
Abhangigkeit von der beobachteten Héhe h':

R=0,0167C¢to h'+L
h+43

Einfluss der Refraktion auf die Zeitangabe der Sowihr:

Die Refraktion hebt die Sonne auf dem Vertikal uen @etrag R
an. Der durch die Refraktion bedingte Feh¢rkann mit den
folgenden Formeln berechnet werden:

sinh —sin¢g [sind

cost =
cosp [¢0sd
siny = sint [tosd
80 cosh
schein- {5 C€0sd' = cosR [$ind + sinR [£0sd [tosy
bare Sonng : :
SinAt = st [siny
sind'

wahre Sonn
Abb. 57: Refraktion

Beispiel:$=50°; 5=23,4°:

a) Beim Untergang mit $0 ist die Refraktion R0,59°, also die
Hohe der wahren Sonne =40,59°. Der Fehler betragt
At=0,35%1,4min.

b) Mit zunehmender Héhe nimmt der Fehler raschSalbon fiir
h'=10° ist die Refraktion R=0,09° und der Fehler moch
At=0,06*=0,2min.
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5. Gleichungen der Deklinationslinien

5.1 Kegelschnitte

Die von der Sonne Uber die Spitdes Schattenzeigers streifen-
den Lichtstrahlen beschreiben im Tagesverlauf elbeppelke-
gel, dessen Achse parallel zur Polrichtung verlémitl dessen
Offnungswinkel sich mit der Deklination der Sonmelért.

Die Datumslinien entstehen durch den Schnitt dentslfiache
dieses Strahlenkegels mit der Zifferblattebene.n@#dsch han-
delt es sich bei den Datumslinien also um KegelisiehrHyper-
bel, Parabel, Ellipse, Kreis.

Fur Sonnendeklinationen, die sich nur im Vorzeicbaterschei-
den, ergibt sich derselbe Doppelkegel. Ohne Berkhridy der
Allgemeinheit genigt es daher, nur nichtnegativ&liDationen
zu betrachten.

Die geometrische Situation ist vollstandig besdigiedurch die
Gestalt des Kegels und die Lage der Ebene zum KBielGe-
stalt des Drehkegels ist gegeben durch seinen malifmungs-
winkel 90%9; die Lage der Ebene ist gegeben durch den Winkel
zwischen Kegelachse und Ebene und den Abstand elgzl&pit-
ze von der Ebene. Da die Kegelachse zum Nordpdtwist der
Winkel zwischen Achse und Ebene gleich dem Winketwi-
schen dem Schattenzeiger und seiner orthogonatgakBon in
die Zifferblattebene, der Substilaren. Der Abstded Kegelspit-
ze ist der Abstand des schattenwerfenden PunktesleoZiffer-
blattebene, also die Zeigerhdhe Z.

Charakteristisch fur das Zifferblatt sind drei Wehknamlich der
Winkel ¢ zwischen Zeiger und Substilare, der Winkelzwi-
schen Gegenrichtung zur Falllinie und Substilard der Stun-
denwinkelt der Sonne, fur den der Schatten auf die Substilare
fallt.

Wie in 3.4 beschrieben wurde, gilt fur diese Winkel

Winkel ¢ mit —-90°<<90° zwischen Zeiger und Substilare:
siny = sin¢ [sini — cosé [cosi [cosd
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Winkel o mit -180%<0<180° zwischen Gegenrichtung zur Fallli-
nie und Substilare:

sino[cosy = +cosd [sind

coso [tosy = i(sinq) [¢osi + cosd [&ini E:osd)

Fur >0 gilt das positive Vorzeichen, fiyiO das negative.

Stundenwinkel mit —180%<t<180°, fir den der Schatten auf die
Substilare fallt;
sint[cosy = cosi [sind

cost [cosy = sini [cosp + cosi [sing [cosd

Fur Winkela, deren Betrage groRRer als 90° sein kbnnen, werden
zwei trigonometrische Funktionem=cosa und y=sina ange-
geben. Daraus lasst sich der Win&etindeutig bestimmen, etwa
mit der Funktioratn(x,y) Uber den halben Winkel:

180 furx =-1
a=atn(x,y) =1, &rcta{ij flrx # -1
1+X

Aus der Symmetrie der Kegelschnitte folgt, dassHeiptachse
auf der Substilaren liegt, also um den Win&ejegen die Fallli-
nie gedreht ist und dass die Nebenachse parali@lquinoktial-

linie ist, die senkrecht zur Substilare verlauft.

Um mit der einfacheren Mittelpunktsgleichung degkkschnitte
auszukommen, wird das zugrunde liegende Koordiggttem
den geometrischen Gegebenheiten angepasst. Ded@oKoor-
dinatenursprung liegt im Mittelpunkt bzw. Brennpumes Ke-
gelschnitts, die Polar- oder x-Achse liegt auf Sabstilaren.

Eine einfache punktweise Parameterdarstellung whedeits in
Teil 3.7 behandelt.
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5.2 Herleitungen

Pol

Aquinoktialebene G O

\
Abb.60: Ebener Schnitt eines Kreiskegels

Siehe Abb. 60:

A, B: Scheitel des Kegelschnitts

M: Mittelpunkt

F: Brennpunkt

a,b: Halbachsen

O: Schnittpunkt der Aquinoktiallinie mit deulSstilare

G: Zeiger-, Ghomon-, Kegelspitze

H: FuBpunkt des Lots von G auf die Ziffertdattne, Gno-

monfquunkt,@ = Z Zeigerhohe, Gnomonléange

Winkel zwischen Zeiger und Substilare
Sonnendeklination

>€
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(1) Hauptachse

HB = Z dan(y - 3),

HA = Z{an(180° -y - 8) = —Z Han(y + J)
1y — Z

a=EE.]-|A + HB‘ =EE|1an(qJ ~&) - tan(y +3)| =

_Z |-2Gindkosd| _| -Zin25 |
2 | cos?d-sin | |COSZL|J + 00326|

(2) Nebenachse

Zweiter Strahlensatz  von A aug:i - =q, =1,
I

vonBaus:q—zzi:>q2=r2
P!
— VA
=\Z2+HB =zQl+tan’(P-3) =——,
S WO = ot o)
— VA
=VZ2+HA® =ZQ1+tan?(p+8) =— =
S; an”(y +9) cos(y +9)
: Z[¢0sd
=5, BINOC°-0) =———»
r =s, [Sin( ) co Y- 9)
r, =, in(90° - 3) __Z[tosd
cogy +9)
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Hohensatzb? =g, [d,, also

Z[coso
b=, = =
Jlcostw +8) leos(y - 8)|
Ztosd  _  Z[tosd3/2

) \/‘0052 &—sin? lp‘ B \/|COSZL|J +C0s29)|

(3) Abstand des Mittelpunkts von der Aquinoktiaiki
c=OM=0OH-HB+BM =

=z$ww—mmw—&+%mmm¢—&—mmw+&ﬂ:

_ singosy | _ _ |(-tany sin? 6)| _
=7 - =7 =

E‘]anlp cos’ 5 sin® Y| Hﬁcosz 5-sin’ |
= afan|y|dand

(4) Abstand des Parabelbrennpunkts von der Aquialtikie:
5=90 o] BF ="

c=OF=OH-HB+BF =

=Z E.Iantp —tan(2y - 90°) +% Hany

=gE~3anw+ 1 ‘ _ Z#(Ssinzll.J+COSZLIJ)| _
2 tan2y sin2y |

+sin? Y

=2 sin2y|

Beispiel 2: Gegeben sei eine Uberhdngende Nordutirzburg
mit $=50°, d=160°, F—50°, =0, hy=20°.
Es istt=167°.
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5.3 Polargleichungen

Es ist interessant, nach einer geschlossenen @taisform der
Kegelschnitte zu suchen. Dies gelingt mit und okeantnis der
Brennpunktseigenschaften der Kegelschnitte.

r=— P fir 0<p<2n, wobei
1-el¢osp
2
g:E:C(?SqJ und p:b_:i
a sind a tand
Halbachsen a=LnZ§ 0<8<235°
|cos2y +cos23
- ZoSL/2 0<5<235°
\/|cosqu +c0s29

Abstand ¢ des Mittelpunkts der Ellipse von der Augktiallinie
aus zum GnomonfuBpunkt H hin bzw. des Asymptoteritich
punkts der Hyperbel von H weg:

c=0A - AM = OM= altar|y| Hand 0<3<235°

—90°: i —0 p=_%_
|y =90°: Kreis, €=0, p=—

>90°-9: Ellipse, e=+va2-b?
| p

|W|=90°-3: Parabel, e=1, p=Zfany|
Abstand des Brennpunkts 7 (1+sir? y)
von der Aquinoktiallinie: €= TZM

|W|<90°-3: Hyperbel, e=+/a2+b?

Zeigerhdhe, Gnomonlange

Winkel zwischen Zeiger und Ebene
Schnittpunkt der Substilare mit der Aquinokiizit
Schnittpunkt der Asymptoten, Mittelpunkt
Scheitel des Kegelschnitts

»ZO0€EN
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Aquinok -
tiallinie

Abb. 64: Ellipse und Hyperbel als Deklinationslimie

Beispiel vgl. Abb. 64:

Es seip=50°, d=160°, F65° und die Zeigerhohe=Bmm

daraus folgtp=72° undo=136°.

Fiurd=23.5°>90%|y| ergibt sich eine Ellipsmit den Halbachsen
a=30,2mm; 18,6mm und dem Abstand89,7mm.

Fur 6=£10°<90%|y| ergibt sich eine Hyperbehit den Halbach-
sen a=12,5mm;#418,0mm und dem Abstand&@&,7mm.
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Die 11 Zifferblatter des Dodekaeders in Abb. 65rdemn mit dem
Computer fur die geographische Breithe50° gezeichnet. Sie
tragen Tierkreislinien fur die Sonnendeklinatiords®; +11,5°;
+20,2°;£23,4° und Stundenlinien fur volle Stunden.

Die oberen funf Zifferblatter haben die Deklinagond=0,+72°,
+144° und dieselbe Inklinatiorr26,6°. Die unteren funf Ziffer-
blatter haben die Deklinationerr@ +36°,£108°, 180° und die-
selbe Inklination ¥-26,6°. Die Deckflache tragt das Zifferblatt
einer Horizontaluhr mit=0 und F90°.

Die Stundenlinien zeigen WOZ an.
Die zueinander parallelen Poloszeiger sind durcbn@me mit

der Zeigerhéhe Zlcm ersetzt, so dass nur die Schattenspitzen
zur Ablesung dienen.

Abb. 65: Vielflachner
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Sonnenuhrenhaus=—10°, $=50°

Siudwand d-20°, F0°
Westwand &70°, F0°
Siudliche Dachflache=d-20°, E55°

Nordwand &160°, E0°
Ostwand &-110°, E0°
Nordliche Dachflache=l60°, E55°

WielandRolf@web.de




